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一 组 数 奥 名 题 的 赏析 


邓 寿 才 


1 


1995 年 国家 集训 队 试 题 采 用 了 一 道 单 二 老师 的 创新 题 : 
题 1 求 最 小 正 数 4, 使 对 任意 n > 2A a,b; Є [1,2](i = 1,2,…,n), 且 biy, 
b, 是 ai, az，… an 的 一 个 排列 ,都 有 
>а сл. ра a) 
为 此 , 刘 培 杰 主 编 在 本 书 第 一 辑 的 第 32 页 和 第 46 页 解析 了 本 题 ,用 巧妙 的 方法 求 出 
了 出 人 意料 的 结果 : 
1702) +1+ 0-10)" 


піп = 2<n €N 
1057 +1+(- D"! 


当 n 为 偶数 时 ,Xm = 1. 


1998 年 全 国 高 中 数学 联赛 降低 难度 取 А = 17 作为 第 二 试 的 第 二 是 ， 
题 2 asan ,anbirba sb, € [1,2],Н 2а} = ЎЫ, 
SE < (в) 
本 题 的 特点 是 :第 一 ,证 法 技巧 性 强 ,当局 许多 参赛 者 都 * 栽 " 在 本 题 上 ;第 二 ,本 是 
是 少见 的 反 向 不 等 式 ,与 常规 的 传统 性 题目 比较 ,显得 与 众 不 同 ;第 三 ,等 号 成 立 的 条 件 
特点 : 仅 当 为 偶数 ,a1,a2,…,a, 中 有 一 半 取 1, 另 一 半 取 2,abi = 2(i = 1,2,…,n), 显 


得 别具一格 . 
有 的 数 奥 资料 上 ,将 题 2 推广 成 : 


ШЗ 设 0 < p<ab<9(i=1,2,…,n;2<nEN), 且 满足 小 a? = У), 
有 
-0- 
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Бр: а 


э(е) (© 


我 们 先 建立 式 (B) 的 两 个 拓 广 ,然后 指出 式 (C) 的 再 推广 . 
推广 1 #0О<р=<а=<дО<а<һ<НВ(1<ї<п,2<пЄМ),НЇЙ® 


A 

Za (98) а о 

M 

s g 

>+ «Аа (D) 
其 中 

( 2 2) (ој Ва) 

д = —® 4а8рд 7 ° 
特别 地 , 当 取 p = a =1,ф = В = 2 时 ,条 件 式 四 化 为 2 а! < 2ай = (FV. 
证 明 еліп) | 

O<p<a <q] p a 
изчи 5 == © 
我 们 不 妨 设 
0 < ААА =  (П<їйєп)э 
Ж -à >0 ( 
А PG АЈ А) «бә 
А+ АА, < (À + Ai 一 Ф 
а? 
мё aan) < (Ат + А) а> ® 
в a „2 1 
10 (DE) < 
Ула АА È а). 


Уран 2)]< 

Уа, кА) = Q, +244» 
(5®(5; Ë) < ® д>) 
(È E) вә ааа 
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ЕЕРЕЕ 


p +q 
Ata дуйн О) 
> 9 «Аа 


即 式 (D) 成 立 . 
为 了 给 式 (D) 配对 ,我 们 建立 : 
推广 2 设 0<p<as<sg0<asbs<sphlsisn,2<n€EN),H 


„8 < 074 (Е) 
则 
特别 地 , 当 取 p = a = 1,9 = 8 = 2 时 , 式 (F) 化 为 
51. Уа @ 
RD зай киек 
54 28004 (с) 
证 明 ”应 用 柯 西 不 等 式 ,有 
ASDI ES [С (2407 > 
ш > ( 2 У) +( н)» 
эў ХУ 3) (24) 
К) 
Т Ия =т=и=үй 
最 后 ,我 们 将 式 (C) 从 定义 域 .系数 .指数 3 个 方面 综合 推广 为 : 
推广 3 Ш, т,А;> 0,0 <р<а < 4,0 <а< < В(1 < п;2 < пЄМ), 
且 满 足 关 系 
(pg)*( У") > (ap)"( Zaat) © 
M 
Ул K) coal Ула) (н) 
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SAAE 


其 中 


а?" 2k 4 m 20 
9 = TA a + ЧӨ ® 
显然 , 当 取 m = k = 1 时 ,及 p = a =1,9=B=2hi=1i=12…n) 时 , 式 
(н) 化 为 式 (B). 
И СЭУ ЭЭ)! 


(аё, bP, рк, gra", В") = (ад,ђа,р1,99,8) 0 < í < п) 


pi <a < 4! ра 4 
1 аа 1 
<< ГЮ Si $ a? 
z< ba S а 


руд 1 Аф > ай 2 Aah 


аа - В >0 

а - е <0 
(вьв) а 
РИИ 
| 


ай- (2+ B) ша + 28o]. (50) о 


ял < 4ай - Bbh + Qaibi ® 
为 了 消去 ab RIS 
PNE Pr 7 3: DEE l _ piqi 
e (р.а tal" ав 一 = 0 Z piai + QË, @ 
记 
_ P + й р, 
VA tal 58 ав © 
于 是 Si < Aah - а < Аай - В 
3 
Ул) < АЗ Аай - ВА < д 04а 
3k 
A (和) <ô) ha” 
Hp à, = 8. 
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2 
许多 数 奥 资料 上 都 有 如 下 题目 : 
题 4 а,Ь,с 为 任意 正 数 , 则 有 
abè: > labe) (D 


众所周知 , 式 (1) 因 题 意 简洁 结构 匀称 、 外 观 优美 而 被 人 们 所 熟悉 ,而 美国 有 一 道 竞 
赛 将 它 推广 后 深 受 大 家 喜爱 : 
题 5 设 co,b,c,d,e 为 任意 正 数 , 则 有 
асе" > (a н 
下 面 我 们 先 再 推广 式 (D ,然后 建立 该 推广 式 的 配对 式 . 
推广 4 x; > 0(i = 1,2,…,n;n E N), WA 
Ha > (П) ү (JJ 
关于 式 (J) 的 证 明 有 十 余 种 ,我 们 介绍 几 种 初等 的 妙 证 : 
证 法 1 (1) n = 1 时 , 式 (J) 显然 成 立 ; 


"n = 2 时 ,由 于 
> hab 3 
(> 
х2 хрр = xix? 


此 时 式 (J) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 z = xo. 
(2) 假设 当 n = k + 1 时 , 式 (J) 成 立 , 记 x1x2…x = CG, 那么 有 
(ААС) (алар) а (G С) = 
Сна O у улу... 0 > СЧС 


yiyene 


UR = (axgar) — k 


shchu h > ЄН 
即 当 n = 大 时 , 式 (J) 也 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 


== 5 = ар С 


综合 (1) 和 (2) 知 ,对 任意 n € NRO) 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 zl = za = = xx. 


证 法 2 (1) 由 证 法 1 知 , 当 n = 1,2 时 , 式 (J) 成 立 . 
(2) 假设 当 n = kRO) 成 立 ,那么 当 n = k + 1 时 , 依 假设 有 


(араа) э (aray ap) ЭК Ф 
(zhix wh) (жаза) a Ф 
(аф) (матар) kn 


ЗЕЦ РОН НЕШ 


数学 奥林匹克 与 数学 文化 


(хатада) = (айар gn) (6+2) 
ЖЕЕ + 2 个 式 子 相 乘 ,得 
(hapu ED (араар) АН бы a hapa > (алу лі 
Ву п = k+l, RO) 仍然 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 ху = x2 = … = t 
综合 上 述 , 对 任意 п € N, 式 (J) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 x1 = x2 = = л. 


证 法 3 简 记 >) yD, П ЗП ,由 证 法 1 有 
(абад)? > (aa ПС) > П Са) 
СП) > (H П > Оа) 


ie1 il i=l 


ПЕЧЕ 
等 号 成 立 仅 当 ау = x2 = … = xx. 
证 法 4 (1) 由 证 法 1 知 , 当 n = 1,2 时 , 式 (J) 成 立 ; 

(2) 假设 当 n = 大 时 , 式 (J) 成 立 ,那么 当 n = k + 18, iE 

T = рда 

Ty Г БИП 

f = хра (约定 xo = бә[®) = (жайа) ә 
Š = x) + x2 + `° + Xk+1 к 


к ksl 


(aretini maa) 5 = (z Е т). (т ' = 


fe | „56-90 mtDs-s 0-0 2 т)» 


> kn = me Ti та = 


"= у 


m 249 
Tl тот > т ll =(П)*! 
и 


HD3 n = k+l HRO) 也 成 立 ， 等 号 成 立 仅 当 
i 
总 结 上 述 ,对 任意 n € NRO) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 x, = жо = … = zx. 
RO) BAER 从 3 元 正 数 推广 到 了 任意 自然 数 ,但 它 还 可 再 从 指数 上 推广 为 : 


推广 5 ix > 0, Є (0,1), 且 Dp; = 1(1 < i< n € N), 则 有 


[То (П) 2 (ю 
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显然 , 当 pi = EU < i < n) 时 , 式 (K) EARO). 
证 法 1 应 用 加 权 几何 平均 - 调和 平均 不 等 式 有 


È pa: 
(Sela) z) 


Sp, 


让 (ao = П" > 


Ў} Шш Е г, 
СЩ = (Хра) SU ОЛИ) > 


Уһ 
СП)" 
即 式 (K) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 x1 = x2 = … = xx. 


证 法 2 HAF х > 0 的 函数 为 
f(x) = In Z = zin x=f'(x) = ln x + laf" (x) = 


L > оә/бх) HARM => 

Уа) > /( Ура) 

È pail zi > (Хра) a Z pa) = 

Уе > ща)» 
ъ=") > "(Za убт 


хб» Снн) б" > (П) 
即 式 (K) 成 立 ， 等 号 成 立 仅 当 хра s, = =" = sa: 
让 我 们 回顾 式 (J) 


Ùe > (站 


如 果 我 们 记 4 = J 22 < MRO 化 为 
ПЕ: > H (L) 
-@- 


AEREI 
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ERD HERATI 一 > ,那么 它 有 配对 式 
h > 274 (м) 


吗 ?如 果 置 换 成 功 , 式 (MD) 成 立 ,那么 还 需要 什么 条 件 吗 ?而 事实 上 
配对 设 和 >1(1 < i<nEN), 证 4 = Da WA 


11 
Xa рч 
= ГЕП 
证 明 #х>у>1,Н 
(а + у) (ву) = (z - 2) - (y'- y) = 
(^7 -1) - (у 7-1) >» 
WV) (у 77-1) = 
(а - у”)(у 77-1) > 0 
ё жу > + y's 
x + ай > xü + хр (1 = ])=» 


(аб + >» Уа н б) а У) ЖУ) 


leicjen 


CEE У + аў) 


aS > эш +>) (xb + s) (注意 2 =n-1)= 


Уба +} + + sk) > 


= 
паь У] 
= = 四 
等 号 成 立 仅 当 x1 = x2 = … = zw. 
如 果 我 们 设 
ra [x х 
T, = Ца T = «д 
= 
Е G, 
С„ = П« 人 = Xn+l 
izi " 
因为 不 论 当 0 < „л < 1 还 是 x。,1 > 1, 总 有 
хл ditai Tası Gast Тыа Т, 
ры А > 1> T > G,” G... > G." 
T, Т. 卫 
G> Ga aan] D 
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同 理 ,如 果 再 设 


我 们 可 得 到 式 (N) 的 配对 式 
M, - А, > Mni - А-2 7 2 М - А = 0 (0) 


可 见 式 (N) ARO) 是 一 对 非常 漂亮 的 不 等 式 链 . 


从 外 形 结构 而 言 , 式 (M) 并 非 形 单 影 只 , 它 有 一 个 搭 挡 : 
6 设 x1,x2,…,x, 均 为 正 数 ,a1,a2,…,an(2< n EN) 为 n 个 同 号 非 零 实数 , 记 


s= Za Mt 
Di УП) W) 
证 法 1 由 已 知 条 件 知 0 <Ë < 1(1 < < ),B2 % = 1, 应 用 加 权 不 等 式 有 
Пе = < De DDI) < 
SSe- SS ea- 


5-24 > >( H) 
等 号 成 立 仅 当 


| = 6 = се = д = x = "= x, 


证 法 2 当 aasa, 同 为 正 数 时 ,不 妨 设 


ж 2 > "` > Z > 0 


ЁЁ э»? > 0_ (应 用 排序 原理 ) 


ж > x2 > `" > x, > 0 一 
xP > x > "` > x > 0 
Dai ооо ПА 
当 ai,aa,…，an 同 同 为 负数 时 ， HATER) 成 立 ， 等 号 成 立 仅 当 m = ж =" = 
3 
1977 年 美国 数 奥 (USAMO) 有 一 道 美妙 趣味 题 : 
题 7 设 0< aoc<)<ec<d, 求 证 
-@- 


КЕГЕ ке: 
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абс > Ба“ 
其 参考 证 明太 复杂 ,不 够 简捷 明快 ,我 们 先 推 广 式 (Q). 


推广 6 设 0< ai<wm<…<am 或 o> а; > > a, > 0,2] 


йз», 


或 
ЇЇ aa = ЇЇ а 
其 中 约定 аа = а. 
显然 , 当 n = 4 时 , 式 (R) 等 价 于 式 (Q). 
证 明 (1) 当 n = 2 时 , 式 (R) 化 为 等 式 
аза = айа? 
其 中 0 < al < а. 


当 n = 3 时 , 式 (R) 即 为 
ата?аў > аўаўар 
ЖО < al <a < аз 
a = аүх,аз = ауу 


О<а<а < аз 


(ах) + (ауу)®%* + ат (ух?) > (ау) 


у? > хую > у“! 


观察 式 回 知 , 当 y = x =l7y>x=ly=x>1 时 式 @ 成 立 , 且 均 取 等 号 


当 y > x > 1 时 , 式 @ 化 为 
аа „1. 
xz-i > yy-i 
设 关于 > 1 的 函数 为 


ОТЕ 


求 导 得 


其 中 
g(t) = :-1- tln tẹ 
g'(t) =- lnt < 0g (t) 为 减 函数 , 则 — 
g(t) < g(1) = 0sf' (t) < 0 
f(t) 与 g(t) 在 (1, + о) 内 为 减 函 数 二 
Ко > Кра а 5 ут 
к 35 
xx-i > yis Җ ORL 


|: < x < yə=(Deat* • (ах) + (ау) > 


(Q) 


(R) 


(к) 
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从 而 式 © 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 
х= y = ња = а = аз 


(2) 假设 当 n = 大 时 , 式 (R) 成 立 , 即 当 0 < aí < a 三 … < a, В 


等 号 成 立 仅 当 al = aa = = а 
WAR) 左边 是 P, ,右边 为 OU 那么 当 n = 上 +1 时 ,由 于 


ш! ж k+l 
Pi = (20), ТЕ Кир 
Ы Ры a 2 ‚ акарат @ 
aa + ай, ө ыы аа тача 
Qua = E ` I жашо. Па, ç 
izi 

当 0< a< a<" < а < а В, ННВ Р, > Q, HO < aí < а < al 应 
MROK 


ataga > apatuar = ® 
Q> g> > l=3Pin > Ф @ 
即 当 n = k + 1 时 式 @ 仍然 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 
а) = а) = … = “а a i 
а = а = а 
综合 (1) 和 (2) 知 , 对 于 任意 > 2 的 自然 数 , 式 (R) 恒 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 nm = 2 或 
а = а =" = а(п>2). 


从 外 形 结构 上 看 , 式 (R) IMARA” 吗 ?其 实 , 他 也 有 配对 式 : 
配对 Besasaus™ sa M 


Уа > Dahn >2 ®) 
isi 11 


其 中 约定 ал = а. 
证 明 (1) Мп = 2 时 , 式 (S) 化 为 等 式 
ар + a? = a? + ар 
4 n = 3 时 , 式 (S) 化 为 
a? + a? + a3 > аз + ap + ат @ 
а) = а) + х,аз = а + у 


设 |=: =› 
еа а 5 аз 
设 


T = f(x) + Ку) + g(x,y) Ф 
其 中 
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Бу: асч 


f(x) = ат" – (а + х) 

Ху) = а – (а + у)“ 

(х,у) = (а + х) – (ај + y)%** 
易 验 证 当 x = y = 0,y > z = 0,y = x > 0 时 均 有 7 了 = 0. 

当 y > x > 0=e < aj < аз < ah}, WR g(x,y) > 0, 即 
(ау + x)%*” > (а + y)" ela + Jar > (а + yar Q 
设 关 于 > e 的 函数 为 
fa) shr s рио) „1—5 < 0) 


于 是 
ЕГЕ —_ 
e < а + x < a) + yƏəf(a) + x) > Ја + y)=In(a,; + x)#,** > (а + у) 


(al + sya > (а + 3597-58 (8,5) > 0 
Hi e<a <a+x<arj*yəf(a) > Ка + x) > fla + у)» 
т > (а + ayam > (a + уун» 
att" > (al +x) 0) > 0 
[Н > (а + у)®=—/(у) > 0 了 
T = f(x) + f(y) + g(x,y) > 0 一 
at + a? + аз > a? + a? + ар 
HD п = 3 时 , 式 (S) 成 立 , 其 中 等 号 成 立 仅 当 x = y = Оа = а = as > e. 
(2) 假设 当 n = k It, (S) 成 立 , 即 
上 а 
Р = Dato > аба = 0, в 
ЖЫК аара ык са. 
ЖР а + aka- ар 
Е“ И Сони К ғы -Oin = (Ра Ф) +2 @ 
Е = (at + айн + ар) – (а + айд + ata) 四 
由 于 
esa < a< a > 0-Р - Qu > 0-Р Oo 
B n = 上 + 工时 , 式 (S) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 ау = aa = … = aka: 
综合 (1) 和 (2) 知 ,对 任意 2 < п € N, 式 (S) 成 立 , 且 等 号 成 立 仅 当 al = аз = … = 
аһ. 
从 上 述 证 明知 , 当 e> aí > az > … > а, > 0 时 , 式 (S) 反 向 , 且 从 (R),(S) 两 式 的 
证 明 可 知 , 有 一 对 不 等 式 链 诞生 , 即 
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Ps PB P: -0 
p 3 рә = 
Qn Q 7 


Q 
РлА-@мыл=Р„-@„>Р›- 0 = 0 
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题 8(2005 年 全 国 高 中 数 奥 联 赛 第 二 试 第 二 题 ) ”实数 4,B8,C 满足 什么 条 件 时 ,对 
于 任意 实数 x,y,z, 不 等 式 
Alx- у)(х - z) + В(у- х)(у-:) + С(:- х)(:- у) 20 (т) 
恒 成 立 ? 
在 (数学 奥林匹克 与 数学 文化 》 第 1 辑 第 65 页 向 我 们 指出 : 式 (A) 是 Schur PER. 
若 x,y,z € R'A € R, 则 
elx- у)(х- 2) + у*(у- z)(y- х) + #(:- x)(z - y) > 0 (U) 
的 一 个 特例 . 
并 进一步 在 67 页 指出 : 题 8 中 所 求 的 条 件 是 (等 价 形式 ) 
0о</А</В+у/С, 0</В=/С+У/А, 0< УС < УА + УВ Ф 
下 面 先 建立 式 (T) 的 指数 推广 ; 
推广 7 实数 4,B,C 满足 什么 条 件 时 ,对 于 任意 实数 x,y,z, 不 等 式 
А[(« = у)(х = 2) 26-1 + B[(y - z)(y - 2) 021 + C[(z - x)(z - у) >0 
(V) 
恒 成 立 ? 其 中 € N, ER, M k = 1 时 , 式 (U) 化 为 式 (T). 
解 ”根据 题 意 : 
(1) “x = yBf,P = Cl - х)?®@-) > 0C > 0. 
(2) 当 y = z 时 ,P = А(х- y% > 0-4 > 0. 
(3) 4 z = x 时 ,P = В(у- х)2-) > 0=>B > 0. 
故 首先 必须 4 > 0,B > 0,C > 0. 
(4) 当 x,y,z 互 不 相等 时 ,不 妨 设 
х>у>= 
р ў): 70 
于 是 
Р = (x -z)2t-i[4(z - у)?! + Cly – 228-1] - B[(y - :)(х – у)! = 
[(x-y)+(r-z)]PtI[4(x - у)! + С(у- :)?#-!]- 
B[(y = z)(x - у)! > 
[ба = у)?! + (у -z)2t-1][4(z - у)?! + Cly - z)24-1] - 
B[(y = z)(x - y)* = 
Ala yD 4 (C+ A- B)[(x - y)(y — :)]*-! + Cly -VO = 
(y - 2)200-0[408-0 + (C + À В) + C) = 


БЕ и 
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(у = z)22t-D[4p2+(C+4-B)p+C] @ 
其 中 p = 26-1 > 0, 由 于 (y - z)224-0 > 0. К, P > 0 人 恒 成 立 ,必须 使 不 等 式 
A2+(C+A-B)p+C>0 @ 


恒 成 立 , 注 意 А,В,С > 0, 所 以 必须 有 判别 式 
А„=(С+А-В)?%- AAC є бәз в + ба + AB) > AÉ + B+ G @ 
因此 , 当 A,B,C 满足 条 件 
l .B.C>0 @ 
2( ВС + СА + АВ) > А? + В? + С? 
时 , 式 (U) 恒 成 立 . 
可 见 ,虽然 式 (V) 是 式 (T) 的 指数 推广 ,但 等 号 成 立 的 条 件 是 一 致 的 ,不 妨 令 
(А,В,С) = (а?, Б, с2) 52У) вс - У) а? > 02У) be Da > беу 
дса? - (c + а? - Р) > бе» 
[2са + (с? + а? – 2) [2са - (с? + а? – Ь?)] > 0 
[Ce + a)? - b?][ - (е - а)?] > 0 
(а+ 0 + с)(Ь+ с-а) (с+а – b)(a + b-c) > 0 
(ь+с- а)(с+а – Б)(а+Ь- с) > 0 © 
显然 , 欲 使 式 © 恒 成 立 ,必须 右边 3 个 因 式 同 为 非 负数 或 一 正 两 负 , 当 它们 三 个 均 非 
负 时 
а < b + cəe0 < УА < УВ+У/С 
Ь<с+аебй=/В=<у/С+/А 
O<c<a+be0</C</A+/B 
当 它 们 三 个 因 式 两 正 一 负 时 ,由 对 称 性 不 妨 设 
[ +с-а > 0 


О<а=< 
0= < 


с+а- < 0 
52а < 0-а < 0 
а+ь-с<0 


类 似 地 可 导出 b < 0, с < 0, 从 而 导致 4,B,C 非 正 ,矛盾 .因此 只 有 式 @ 是 所 求 . 
另外 ,如 果 我 们 设 指数 


2. 
0<0=2- га 
0 < fe 1 
Н a,b,c 是 一 个 三 角形 的 三 边 长 ,那么 
Cbi peti abt) aeti 76> ambi + с > а? 

同 理 可 得 :o + a > b2.a2 + b2 、 史 .这 充分 表明 以 a2 62, с2 为 边 长 可 构成 一 个 三 
角形 ,满足 条 件 式 @, 从 而 满足 式 @ ,因此 ,我 们 又 得 到 一 个 新 的 命题 : 

推广 8 设 o,b,c 为 人 4BC 的 三 边 长 ,0 < 0 <2,k € N, 则 对 任意 实数 x,y,z {Н 
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成 立 不 等 式 
а(х = у)(х = 2) 0-1 + Ey - г) (у - а) JE + с [(:- х)(:- у)Р >0 
由 于 式 (U) 中 的 x,y,z 均 为 正 数 ,于 是 令 = 1, 得 


x(x- у)(х-:) + у(у-:)(у- х) + :(:- х)(:- у) > 0 Ф 
变形 即 为 
Уз? +3луг > Ў) (у + z) = 22)(ау)У® + 0' @ 
其 中 0' = >)хлу(/х-Уу)%>0 
作 代 换 
(y) = а) F(A + аве) (е + а +740) + 0 
@ 
其 中 0-45 Vb (3 Ye) 
可 见 , 式 @ 是 一 个 既 有 趣 又 美妙 的 结论 . 
式 @ 再 度 变形 为 
(1-2) (1-2) о E - 1) -=0 @ 
作 代 换 (a,6,c) = (2,2,2), RO kH 
新 题 ” 设 正 数 a,b c ÑE abe = 1,0] 
(а-а)(1-%) (1-%Ь)(1-с) (1-с)(1-а) 
а + b + с <0 0 
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我 们 是 知道 ,数学 美 包含 着 和 谐 美 ,对称 美 简 洁 美 奇异 美 .凡是 这 样 的 题目 ,就 是 
我 们 值得 收藏 的 妙 题 .在 本 专题 中 介绍 的 十 余 道 题目 中 ,就 是 在 所 收藏 妙 题 中 精 选 的 题 
目 ,如 下 面 这 道 就 是 2003 年 联赛 之 一 的 名 题 : 

题 9(2003 年 CMO) #а,Ь,с ЕЖ, Н ab + cd = 1.pi(xi,yi)(i = 1,2,3,4) 是 
单位 圆 上 的 四 点 ,求证 ， 

(аху + bx2 + cxa + dx4)? + (ay, + буу + cy2 + йуу)? < 2| (w) 

分 析 ” 细 分 起 来 ,本 题 的 已 知 条件 有 三 条 :第 一 ,a,b,c,d > 0, 且 ab + cd = 1; 第 
二 ,x + у} =1(1<i<4); 第 三 ,xi,y; ER, 不 一 定 是 xi,y; € R: ,而 要 证 明 的 式 (W) 外 
观 较 庞大 ,结构 也 不 对 称 ,但 三 组 字母 在 左边 的 顺序 是 : 


а= с 1 


(5E, Ee) 


x) — хә — x3 一 x4 
Уа Уз” i У 
(Вр ударі 一 Уані-2 一 Уз+1-з3 > 74+1-4) 
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МР 


因此 式 (W) 左边 的 三 组 字母 的 搭配 仍然 是 对 称 的 ,所 以 欲 证 明 式 (W) ,也 许 要 进行 巧妙 
的 配方 或 巧妙 应 用 柯 西 不 等 式 .下 面 是 笔者 收集 到 的 两 种 证 法 . 
证 法 1 KARA x?+ y? = 1(1 < i<4), 设 
f = аху + bx P: = aya + Буз 
и = сху+ фа’ и = суз + dy, 
由 于 
А? < (аху + Бх)? + (ayı - Ьу)? = 
(а? + b?) + 2(аЬ)(хух› - уту)» 
2 2 2 
ny- am А © 
u? < (суз + dyi)? + (ск - ак)? = 
c2 + d; + 2cd( yiya - x122) 
2 
212 – У1У2 = сс м © 
š | i. ë 
O + @>o < © УА + ы, Hoite Pat, € +d @ 


同 理 可 得 


u a+b +4 © 


ài ош 
а* ced < ab + cd 


应 用 柯 西 不 等 式 ,得 
(А +u)? + (Ау + шщ)? < (ab + )(& +5). (ab + 008 +) = 


А25 12 А ш А 
(+5) (4+4) = 


ab * сі) + \аЬ ed 
+b c+ d 
1 а + cd ) © 


即 式 (W) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 
ayı = Буз = cx% — dxı = аху- @х = ауд – Буз = 0 


2 = = = db+ed=1 


证 法 2 RMS 
Ë = axı + bx2 + cx3 + ха 
B = aya + bys + суз + dy) 
应 用 柯 西 不 等 式 ,得 
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а? = (axı + bxza + cxs + йм)? < 


Го адл) + (М Бех) + (V Белз) + (V adxa)2] ° 
П) +2) + +02) 15 


Сайд + bed + кей + а (F + +e 8) Ф 


同 理 可 得 
P < Cady + be + беу} + a| + b, E a 4) 
ЖЛ] + у = (1 < i <4)2 ab + cd = 148 
@+@> < + < Qad +2ье)(& +k. +) 
Uad + bo (PF 二 +) 
2(а4 + wh + 一 | = 
(pratite) 
a + < 2( а +É, =e) 
(1) 以 上 两 种 证 法 各 具 特 色 , 交 相 辉 映 , 能 给 人 以 美的 享受 和 有 益 的 启迪 . 
(2) 从 以 上 两 种 证 法 知 ,题目 中 的 已 知 条 件 “ab + cd = 1 "可 以 改进 为 "ob + cd < 1”, 
如 果 干 脆 舍 去 这 个 条 件 , 那 么 式 (W) 还 可 以 完善 成 更 优 的 结论 : 
2 2(ab + cd)(ac + bd)(bc + ad) 
а +0 < аы (х) 


(3) 本 题 是 涉及 四 个 常数 a,b,c,d 和 4 个 数 对 (x;,y;)(i = 1,2,3,4) 的 妙 题 , 据 笔者 
初探 ,我 们 从 证 法 2 受到 启发 ,完全 可 以 将 式 (X)( 或 式 (W)) 推广 到 任意 na(2 < n € N) 


对 数 对 (xi,Y)(1 < i < п) 的 情形 : 
推广 9 Bta > 0 为 常数 ,(xi,yi)(1 < i < n;2 < n € М) 为 单位 圆 上 的 点 ,求证 : 


(аа)? + (Хона)? < (Жл )([$) м) (Y) 
分 析 ”观察 式 (W) 的 外 形 结构 ,我们 先 用 柯 西 不 等 式 进行 观察 , 令 
а= Faai В = Уо 


нейз ушл. = EAA 
= (Ха) < (22) (222) 
e= з < (ÈA (Èa) = (HD 
-Ф – 
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ЗЗР 


于 是 
+< (DADA Dr) = 
(Z) 50 A А 


а + < 2222 
这 一 结果 来 得 便利 , 却 不 是 我 们 想 要 的 结果 ,事实 上 ,由 柯 西 不 等 式 知 


(Saa) (F аы) > (ух JEE) | Ч 
(Х,а) i) = (ХА) 


证 明 ”我 们 首先 注意 到 
A A2 Ma ‚ А» _ Àn Ард 人 
AE АТАГА CAINE ed 


Аж 
R д hà, 
б ba nėl-i 
Ei Ans- £ i 


Ra = Danh = Ада. ВАНА 
d = лас) са < 
РБ A) = sa 
= С? = Сод? + (зао) E] < 


(Хаа) H) = (а,ә) 
应 用 已 知 条 件 x? + y? = 1(1 < i < n), + @ 8 
а P SPAR +) = (Јад) 


а? + < (Za) (> эша) 


等 号 成 立 仅 当 


AS a Еа 
区 = À2y2 = `" = Аһ 


дку =11<і<л 


如 果 我 们 是 天 空 一 闪 而 过 的 流星 ,路 过 式 (W) 时 就 不 会 留意 它 ,更 不 会 去 探讨 它 


广 它 , 就 没有 式 (X) ,也 不 会 诞生 优美 的 式 (Y) ,不 仅 如 此 ,我 们 还 要 讨论 式 (Y) W! 
-@- 


@ 


, 推 
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讨论 : 


(1) 如 果 有 人 指出 :“ 上 面 将 式 О 定 为 式 (Y) 等 号 成 立 的 条 件 , 有 点 轻描淡写 ,并 不 
具体 ." 那么 , 当 数 对 (x;,yi)(1 < i < п) 等 于 多 少时 , 式 (Y) 等 号 成 立 ?为 此 ,我 们 不 妨 设 


үл =p>0 А 
本 区 全 


Mi = q > 0 
代入 关系 式 x? + у} = 1,48 


(E + (z) =1 


Аф? + Аа = (АА)? 
Жі = 1,2 得 关于 p,q 的 方程 组 
AP? + 222 = (An)2 
[as + А214? = (Azån-1)? 


ü 21 - А3 
p= (ОА) QA (арал)? 


RAR © 即 可 求 得 具体 数 对 
(ху) = (th: = 1,2,зз,п 
而 且 , 还 要 必须 保证 式 O 两 个 根 号 的 分 式 为 正 数 . 


即 


解 得 


四 


® 


(2) 让 我 们 记 式 (Y) 左边 为 已, 右边 为 M, ,我 们 在 证 明 式 (Y) 前 的 分 析 中 ,得 到 结论 


P; = a, P пу) 
另外 ,我 们 作 代 换 
(А\,Ал,Аз,А4) = (a,b,c,d) 
那么 ,在 式 (Y) 中 取 n = 4 即 可 式 (X), 取 п = 2 得 到 
P, < 2(a2 + b?) 
取 n = 3 得 到 
Ру < (ac + b? + са)(© + + + 


同样 ,在 式 (Z) 中 取 п = 3 得 到 


<] - (b? + 2ас)(а? + с? + ас) 
а ас 


Ps < 3(a2 + b? + с?) 
那么 , 式 O 和 式 @ 哪个 较 强 呢 ? 为 此 ,我 们 记 


fla,b,c) = (b? + 2ас)(а? + с? + ас) – Зас(а? + b? + с?) 


(2) 


HABER- 
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显然 有 f(1,1,1) = f(a,V ac,c) = fla,b,a) = 0, 即 当 a = b = c 或 b=Vac 或 a = 
c 时 , 均 有 f(a,b,c) = 0, 这 三 种 情形 式 @ 和 式 @ 等 价 ,又 由 于 
fla,b,c) = (а? -2ac+ с?)(Ь? – ас) = (a - с)?(Ь?- ас) @ 
因此 我 们 有 结论 : 
Щ b? > ac > 0 时 ,f(a,b,c) 20,60 ERO; 
ЩО < b? < ac 时 ,Fa,bc) <0, 式 四 上 比 式 @ 强 . 
(3) 在 式 (Z) 中 取 n = 4 时 ,得 
P, < 4(a2 + b? + с? + d?) © 
强烈 的 好 奇 心 驱使 我 们 欲 知道 式 (X) 和 式 @ 谁 强 谁 弱 呢 ?如 果 我 们 设 
g(a,b,c,d) = (ab + cd)(ac + bd)(bc + ad) – 2ас(а + b+ +d) 四 
W A,.u > 0, 有 
#&(А,А,и,и) = 0, &(А,А,А,А) = 0 
Е(А,А,А,и) = (А? + Аи)? – 2А3и(3А2 + и?) = 
ALCA + u)? – 2u(322 + u?)] = АА - и)? @ 
显然 , 当 0 <А < uBl,g(a,b,c,d) < 0, 此 时 式 O ШКХ) 38; 
ЩА >u > 0 时 ,g(a,b,c,d) > 0,8 O ER(X) 强 . 
由 此 可 见 , 式 O 与 式 (X) 难 分 强 弱 ,自然 , 式 (Y) 与 式 (Z) 就 强 弱 难 分 了 ， 
(4) 如 果 我 们 令 
(xiyyi) = (сов 0,,sin 0,),1 < i < n 
则 式 (W),(X),(Y),(Z) 均 可 转化 为 三 角 不 等 式 ,而 且 可 进一步 求 得 式 (Z) 等 号 成 立 的 条 
件 是 
(х,у) = (his An- ls<isn 


«ту А-А 
ОМ САЛА 1)? - (zàn)? 
|. | wala 
TN (A 2,-4)2 ~ (А2А,)2 


(5) 令 人 惊喜 的 是 , 式 (Y) 还 有 双重 指数 推广 ; 


推广 10 А > 0 为 常数 ,(xi,yi)(i = 1,2,…,n;2 < n EN) 为 单位 圆 内 或 边界 
周围 上 的 点 ,指数 k € (0,2),m € (0,1), 则 有 


其 中 


n A. 2m a, 
(Daah Ë e (Biota) < (Faan) O p @ 
其 中 
z= ` 1) 
| ү = 2 
ti = АСА) 2 


Mathematical Olympiads and Mathematical Culture 


= (н) 


=Ë: 
Yi = А2 Алы 


特别 地 , 当 取 丰 = m € (0,1) 时 , 式 四 简化 为 
(ла)? + ( Sanio? = (Erana) (р + gt @ 


这 里 


k 要 


2 ы 
p= (Xa), а= (> у)" 

由 此 可 见 , 式 (Y),@， @ 足够 优雅 精致 ,但 证 明 时 却 要 两 次 应 用 赫 尔 特 不 等 式 . 

证 明 RIER 四 左边 为 P,(k,m). 


a= Ула, В = Vaghi = Duot 
注意 到 
ПЕРГ 
k € (0,2) , р @ 
2+ 7 = 1 
及 ц, у 的 表达 式 ,应 用 赫 尔 特 不 等 式 有 
А А в 2-6 
а= Dhat < (Xaaa)? (221) ЕЗ @ 
а? < А-а < ATEO @ 
其 中 
4 = D Oana) 
| У p 
T= >: 
x 
э, п А a 2-k 
В = Ўлан = i = Уа дї < < (2 AA a) (Xr) “一 国 
È < BR F. < в"0-0 @ 
其 中 
В = È Gana) 
Ж 
R = У 
注意 到 I 


AAEREN 
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А+В= Улала 102 + < Ўлан @ 
及 mE (0,1) 和 m+(1-m)=1 ,再 次 在 用 替 尔 特 不 等 式 ， 有 
P,(k,m) = a Ë + BE < А"ТЕ@-®Ю + pmREO-D < 


(A+ вун TEREN , ВЕ" < @ 
( Аала)" + 4)" Ф 
6 


第 29 届 IMO 第 5 题 (希腊 命题 ) 是 一 道 非常 美妙 有 趣 的 几何 不 等 式 题目 : 

题 10 如 图 1, 在 Rt 人 4BC 中 ,4D 是 斜 边 BC 上 的 高 ,联结 A ABD 的 内 心 与 人 4CD 
的 内 心 的 直线 分 别 与 边 АВ 及 边 4C 相交 于 天 及 了 两 点 ,人 4BC 55 A AKL 的 面积 分 别 记 为 
5 与 7, 求 证 : 

S>2T (А) 

当 你 翻 开 书 《历届 IMO 试题 集 》( 刘 培 杰 
主编 ) 第 449 页 时 ,就 会 欣赏 到 本 题 的 5 种 非 
常 漂亮 的 证 法 , 且 如 果 我 们 设 ВС, СА, АВ, 
Ар 依次 为 a,5,c,h, 则 有 

be 


АК = А = h = Z 
(1) 如 果 将 题 中 的 两 内 心 ( 设 为 01, 02) 


改 为 两 重心 ( 设 为 G1, G2) 时 , 则 易 推 得 图 1 
5=%Т (в) 
(2) 若 将 题 中 两 内 心 改 为 两 外 心 时 ,显然 有 
S =47 (С) 
(3) 若 再 将 题 中 A ABD 与 AACD 的 内 心 改 为 垂 心 时 ,又 可 得 
S = 了 D) 


(4) ARCA) ARG) 又 可 得 到 一 个 有 趣 的 结论 : 

直角 三 角形 斜 边 上 的 高 将 它 分 成 两 个 小 直角 三 角形 A 和 全 z, 联 结 A, 与 A, 的 重 
心 与 A 两 直角 边 相交 成 的 三 角形 面积 记 为 5( G) ,联结 A, 与 人 ,的 内 心 与 A 两 直角 边 
相交 成 的 三 角形 的 面积 记 为 S( 7), 则 有 不 等 关系 


эт (Œ) 
(5) MRR A, u,v > 0, 那 么 有 
АВК + UBC + oCL > Z; Qu + 2 /226 - А - v) KL (Е) 
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特别 地 , 当 取 X = u = ç = 1 时 , 式 (Pi) 化 为 
ВК + BC + CL > 2KL (С) 


式 (G1) BJ 8 6 pt 5483092516. 
证 明 ”应 用 已 证 得 的 结论 有 
BK = c- 


CL=b- 
АВК + uBC + vCL = 
ale- t) + ua + [y - #) = 


ua + b + дс (à + 0) Ë = 


T [ua + a(sb + Ас) – (А + v)bc] = 
Чи to)? + + (sb + Ас) - (А + v)bcl > 
102. +2402. VAvbe - (А + v)bel = 


[2u + 2V7 - (à + 0)) Ë = 
(2и +2 22) - À — v)h = 
Qu +2 Vw - à - 0) 0 


即 式 (Fi) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 X = v 及 b = c. 
(6) 进一步 地 ,我 们 还 有 结论 
(à + u)BK + (u +v)BC + (v +àÀ)CL = 
(А +u)(c-h)+(u+v)a+(v+Aà)(b-h)= 
m- 0А жи +В = m- (0А + u + v)KL Ф 


其 中 
m = (u + s)a + (s + À)b + (A+4)c( 应 用 杨 克昌 不 等 式 ) > 
2[(us + và + Аш) (Бс + ca + ab) 本 
由 于 
bc = ah = Vb? + с + h > V2be + Һс >2Һ? = КІЗ 

bc + ca + ab = bc +V 2 + c2(b + c) > 

bc + V2bc +2 be = (1 + 24/2) осу 

bc + ca + ab > (1 + 2/2)KI2 
式 @,@,G 结合 即 得 

-®- 


AAEE 
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(А +и)ВК + (и + 0) ВС + (v + à)CL > ë KL (H) 
其 中 
8 = 201 +22) + + а) = А + u + v) @ 
等 号 成 立 仅 当 
:un=a:b:c=J:1:1 © 


(7) 上 面 的 式 (F) 和 式 (Hi) 均 是 式 (G1) 的 加 权 推 广 . 如 果 我 们 设 指数 9 > 1, 那 么 式 
(G1) 又 可 从 指数 方面 推广 为 
BK + ВС? + сё > 2-02-17 (1) 
显然 , 当 9 = 1 时 , 式 (1) 化 为 式 (G1). 
证 明 ВК? + ВС? + CÚ =(b-h) +a’ + (c - h)’ > 
a „2[(®=Ю+(с-^һ) 5 e=h J = 


(м о) [be -人 > 

(2bc)22 + 2(V be – h)? > 
(4һ2)%2 + 22h - h)? = 

o _ 1)0110 _ 22 +2(/2 - 1) y 
[2° + 2042 - 1)4]j12 = (Бә KL 


即 式 (I) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 АВС 为 等 腰 直 角 三 角形 . 

(8) 为 了 探讨 美妙 的 式 (Al) ,我 们 在 前 面 经历 了 些 “ 风 风雨 雨 ”, 但 是 “风雨 ”过 后 , 必 
是 "彩虹 ”: 

结论 设 公 4BC, 公 AKL 的 周 长 、 面 积 、 内 切 圆 半径 、 外 切 圆 半径 分 别 为 Ls, S, Ys, 
Rs 5 Lr, T, Yr, Rr, 则 有 "一 条 龙 ” 


2 ,2 2 2 2 
(2) (6) > (r) =u) #08) 2 0) 
证 明 第 一 步 : 
15 = BC + АВ + СА = 2Rssin А + 2Rssin B + 2Rssin C = 
2Rs + 2Rssin В + 2Rscos В = 


2Rs(1 + sin В + cos B) @ 
记 

z = sin B + cos B = (5со(В — 2) S 

x? = 1 + sin Bcos B > 1х > 1 

1 < x < 42-5485 < Ls < 2Rs(1 + /2) Ф 
х 
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Lr = 2Rrsin 90 + 2 x 2Rrsin 45°( АК = AL) = 2(1 +V2)Rr @ 
A O 和 式 @ 结合 得 
LA) Ly (By ү\? 
( 5 ) (8) > (ж) > (到 9 
第 二 步 :注意 到 4K = AD = AL = h = Ë ga = / + 5 2k fi 
1 líbc 
з=ткю regle) 
Lr = h + h + KL = (2+2)® mE 1) > а? _ S _ Yds 
1) be T уйл 
Ls = a+ b+ c > V2bc +2 be 
Ls Ys S (25)? 5 
从 > 基地 = (区 н) > (7 a)? @ 
第 三 步 :由 于 
(2) = b+c-a _ a(sin В + св B - 1) _ 
Yr! C h+h-J2h (2 -42)h 
h(tan В + cot В) (зіп В + cos В 1) 
(2-42) h 
7з B B-1 
Уй = QG | [sa B tss B =1) Ф 
现在 我 们 证 明 : 
(2 + 2)(эїп В + cos B - 1) > V2sin 2Be @ 
sin B + cos B - (V2 - 1)sin 2B - 1 > 0e 
(42 - 1)sin 2B + 1 — (sin В + cos B) < 0 @ 


it = sin В + cos B <2 H t> 1, 及 
12 = (sin В + cos В)? = 1 + ѕіп28 > 1 
R Be 2-1) -1) +1- < 0° 
W2 - 1) - W2 + DV- 1)t +402002 - 1) < бе 
W2 -1)[2-(У2 +1) +42] < 09 


(t - 1)(t -/2) < 0Ə@1 < :< @ 
因此 式 ORZ, AMEER @ 成 立 ,结合 式 @ 得 
у > 四 


综合 上 面 三 步 中 的 式 @, 式 四 , 式 人 @, 即 得 式 (有 1) ,等 号 成 立 仅 当 人 4BC 为 等 腰 三 角 


(9) 由 于 


2 > Viob + c -a > 2002 –- Dh @ 
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DEl Ек: А 


且 
(Ь+с)?-(а+Һ)? = (b? + с + 2bc) – (а? + 2ah + №) = 
(а? + 45) – (a? +45 + №) =- № < 0 


b+c-a<h | 
k +e aa 205 - рМ 
2+0 > Е >42 (ку) 
可 见 , 式 (Ki) 又 是 一 个 漂亮 的 双向 不 等 式 ,同时 ,我 们 还 将 一 个 传统 的 几何 不 等 式 
a+h>b+c @ 


完善 成 了 一 个 优美 的 双向 不 等 式 
а+һ>Ь+ст®а+2(/2-1)һҺ (L) 
(10) 最 后 ,我 们 提出 问题 : 
将 本 题 中 的 高 线 4D 改 为 中 线 或 角 平 分 线 ,比值 5/Т 又 怎样 呢 ?如 果 将 A BAC 改 为 
其 他 三 角形 情况 又 怎样 呢 ? 


我 国 首届 女子 数学 奥林匹克 第 7 题 是 : 
题 11 锐角 公 4BC 的 三 条 高 线 垂 足 为 Е 
D,E, F, RUE: A DEF 的 周 长 不 超过 人 4BC E 
周 长 的 一 半 . 
证 明 ЖЕЕ = x,DE = у,Ер = z, 
ВС = а,СА = b,AB = c, 由 于 D,E,A,B B $ © 
四 点 共 圆 , 且 АВ 为 直径 ,由 正弦 定理 得 
DE = АВѕіп Z DAE = с • ѕіп(9Ф - С) 
йр -oo c ° cos C + b ° cos B = 
同 理 DF = b- cos B 
R(2sin Ccos C + 2sin Beos B) = 
R(sin 2B + sin 2C) = 
2Rsin( B + C)cos( B - С) = 
acos( B - C) < а 
y+z<a 


из] 


КИ КИНИ. 


x+y<c 


即 
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zr+y+z<l(a+b+e) 


等 号 成 立 仅 当 A ABC 为 正三 角形 . 
(1) 利用 上 面 的 结论 ,我 们 易 得 到 式 (M) 的 配对 式 


уг + z + ay < 4 (be + ca + ab) 
(2) 如 果 我 们 设 A.u,r > 0, 则 
X Aly +z) < У) Аа У) (и + s)x < Da 
式 (Ms) 可 以 视 为 式 (M) 的 加 权 推 广 . 


Dabe > УЈА(а + у)(х + 2) = A+ 其 中 t= yz + zx + xy) = 


A A = 
TG? + o) + УУ (А+и+ъ)уг> 
Dy) + 22 (À + u + v)yz = 


У) (А +u + r + Уо) узу 
У) (з + Vus)yz < У) ЈАС s =à ъи о) 


CA = и = v 时 , 式 (Me) 化 为 式 (M4) ,因此 式 (M6) 为 式 (M4) 的 一 个 加 权 推 广 . 


另 一 方面 ,如 果 我 们 应 用 杨 克 昌 不 等 式 ,有 


У (и +v)be У) (и + о) (х + y)(z +z) = Уу(и+ь)(ї+х?) = 


X (ижа) + 00и + о) = 24272 + У) 
УА +(X w) (7522) > 
ua + 2( (DTH = 
[Zas 15 ]> 
(2504 25 Vm)= 
Hafs Ya + (Ма +25] Vm)] = 
31500). (У) 
SD AEn 

-ф- 


(М) 


(№) 
(Мз) 


(W) 


(м;) 


(Me) 


(и +v)? > 


УЕР 
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È (u + v)be > $i DAE 
RM) 为 式 (Ms) 的 又 一 个 加 权 推广 . 
相应 地 ,我 们 还 有 
abt > (у + :)*(: + х)" + у)" > Viy) Ca)" lay) 
(ав) 4 e ate a. дне 
式 (Ms) HRM) 的 指数 推广 . 
另 一 方面 ,我 们 有 


rel silis 


ут 
Daft 1)=4 4А 
У. 


式 (Me) 为 式 (Ms) 的 加 权 推 广 . 
(3) 现在 我 们 从 权 系数 、 指 数 两 方面 去 推广 式 (M)) . 


(M) 


(Ms) 


(№) 


推广 11 设 公 4BC ВНЕ, ZUKA а,Ь,с, 20) БЇ ЕШ р, E, F 


EEF, ЕЮ, рЕ 依次 为 x,y,z; 指 数 0 < k < 1, 系 数 4,u,v > 0, 则 
Àx + иу* + vč < Q(Àak + ubt + vt) 
其 中 


Р оороо C > 0, 
as<b=<c 
f: > соз*А > соз*В > соз*С > 0 
ас < с 
应 用 切 比 雪夫 不 等 式 的 加 权 推广 有 
Т = àx + иу + ой = А(асов А) + u(bcos B)“ + v(ccos С)* = 
М(за* + ubt + v) 
其 中 
M = Асоз*А + исов*В + vcos*C 

应 用 加 权 短 平均 不 等 式 , 有 

0 < анаи. 

А+и+о= 1 去 


M < (Acos А + ucos B + vcos C)*( 应 用 三 角 母 不 等 式 ) < 


[是 + 全 + 区] >M < o= 


(№) 


Ф 
Ө] 
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T > 0(4а + ubk + ой) 
即 式 (Ni) 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 


Be Embee 
а= Ье Ажи = 10| а= 
(з) 如 果 我 们 设 0 < k < 1, 并 在 式 (Ni) 中 取 X = u о = 二 ,得 到 


1 
2 (tt) (28+) o 
Xh pk = 0 时 ,有 极限 


1 
,r+ 
| 3 ) жЕ Ф 
1 
. (at + bb + Y 
h [e tS] „уок ® 
及 
az < Fabes < + V ale @ 


因此 , 当 = 0 时 , 式 © ERY. 
另 一 方面 ,如 果 我 们 仍 设 0 < k < 1, 有 


a>y+z 220238)" ын > X(+ + 2) 


Z r + 5) 20 өю + 去 )=2 х 2, 


25. Ж 


«(5+ +)» 
“© à< (ж k +2)> 


О к ну (01) 


20001) 即 为 式 (Mo) 的 指数 推广 
(4) 让 我 们 在 式 (01) 中 取 = u = "得 


1 | 
гкана) 


ааа) (ань ез) © 


注意 到 0 < k slo- ls k ОО, 9), 0 三 式 结合 ,可 得 到 统一 的 指数 推广 ; 
推广 12” 设 锐角 OABC 的 三 边 长 为 ac,b,c, 三 边 上 的 高 线 垂 足 为 D,E, F, DE, 


зарина 
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ЕЕ, ЕР 依次 为 x,y,z, 指 数 -1<9<1( 或 9E€[-1,1]), 则 有 
в 1 (БҮ 1 
цер) (60) oy 


(5) 如 果 我 们 称 前 面 的 锐角 ДАВС 的 三 高 线 4D, ВЕ, CF HEED, Е, Е, АО = 
MEHE A DEF ,那么 我 们 从 另 一 个 新 的 思路 可 以 将 式 (P) 推广 为 : 

推广 13 设 锐角 OABC 的 三 边 长 为 a,b,c, 内 接 垂 足 三 角形 为 ADE Fy; 
ADIE Е 的 内 接生 足 三 角形 为 人 DyE2Fy;…… WEF E, A Dpi Eni Fa 的 内 接 垂 足 
三 角形 为 Ар,Е,Р,. Ў ADEF: 的 三 边 长 为 ai,bi,ci(1 < i < n € N), 并 定义 (ao,bo， 
со) = (a,b,c), 指 数 0<k<1,-1<9<1, 系 数 X,u,v€ (0,1), 且 A+u+v=1， 
则 

1 


2 (tr) (0и) (9) 
Aak + иб + осі < 0, (Аах + ubt + vct) (в) 

其 中 
-alpea ° 


显然 , 当 取 n = 1 时 , 设 (a1,b1,c1) = (x,y,z), R(Q) IROP), RAR) 化 为 式 
(№). 

证 明 ”我 们 记 Q, = 0", 800, = 0, 和 7T, = Аа + ubh + vch < m < n € N), 
其 中 To = даб + и + se = Аах + ubt + vc, 则 由 推广 11 知 ,有 如 下 递 推 关系 

T, < QT,-i=T, < Фа < OT < < Q"T = 01Т = То» 
T, < Q,Ta= al + ubh + vch < Q.( ak + ubt + vct) 

易 推 知 等 号 成 立 仅 当 A ABC 为 正三 角形 , 且 = u = о. 

R(Q) 同 理 可 证 . 

(6) 我 们 在 前 面 限 制 在 一 个 三 角形 的 范畴 内 探讨 和 推广 不 等 式 (Mi). 下面 ,我 们 将 
推广 11 中 的 式 (N1) ,将 其 推广 到 n(n € N) 个 三 角形 的 情形 . 

推广 14 设 所 有 的 | 公 4;B:Ci} (1 < i < п € N) 均 为 内 角 大 小 同 序 的 锐角 三 角形 ,其 
三 边 上 的 高 线 为 ADi, BE CiFi, 其 垂 足 三 角形 三 边 EiFi, FiDi, DE 依次 记 为 xi, Yis zis 
三 边 BiCi, СА, АВ, ЖЕ ai, bis ci ЖА, u,v Є (0,1),А +u +v = 1, 指数 0 < k 


<ha € (00001 <i<nEN), 且 a = 1, 则 有 
АСП) + ОП) (12) < 


ФАСТ e)" + Пв) + оС 97 в) 


其 中 
-ф- 
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o- [了 (后 + Ал || @ 
特别 地 , 当 n = 1 时 , 式 (Si) 0500), ЧАА ВСАА, В,С ++ CO A A,B,C, PF, 
式 (Si) 化 为 

АО) + ul) + vA) < 


ОГАСа) + оС) + («ЮН ОД s = а, = DƏ 


Даб + uyi + sñ < @(Аа| + ub + ос) Q 
显然 , 式 @ 等 价 于 式 (Ni). 
Е 1с 


Ty, = A JT ӨК + u TTO осо 
根据 题 意 和 对 称 性 ,不 妨 设 
0< А <В < Сб < 501 < i<n)ə 


о 


cos A; > сов B; > cos C; > 0” 
= Асана, ig aT (bicos B;)™ + vT Cercos cy 
M,S, (应 用 切 比 雪夫 不 等 式 ) ® 
其 中 
= ACTE a)" С) (112) Ф 
м, = AL ен AE + Й (e вд] + э] ТЇ (ex СОЈА) < 


ып (сов А)® + u [I (eos в)" + Пов с)" ']《( 应 用 赫 尔 特 不 等 式 ) < 


[了 | (eos А, + ucos B; + veos С) ] (应 用 三 角 母 不 等 式 ) < 
й 0) (ойон = sm, < 0 ® 


H @,®,@ 三 式 结合 即 得 式 (Si) ,等 号 成 立 仅 当 = u = v = TE ААВ,С, 均 为 
正三 角形 . 


我 们 在 上 一 节 中 介绍 的 式 (M,) 即 为 
- 团 - 
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БЕГЕ кє: 


DE + EF + FD < $(a + b+ с) (Mr) 


其 中 D,E,F 是 锐角 A ABC 三 边 上 高 线 的 垂 足 . 

(1) RM) 是 一 个 漂亮 的 线性 几何 不 等 式 ,看 见 它 那 漂亮 的 外 观 , 顿 使 我 们 热血 沸 
腾 , 想 起 了 优美 的 : 

Zirakzadeh RER Üt P,0,R 分 别 位 于 人 4BC 的 三 条 边 ВС, СА,АВ E, АЖ 
ZA ABC 的 周 长 三 等 分 , 则 


OR + RP + PQ > (a +b» с) (т) 


显然 式 (Ti ) 也 是 一 个 漂亮 的 线性 几何 不 等 式 , 它 的 外 观 与 式 (M' ) 非常 相似 ,只 是 方 
向 相反 ,它们 简直 是 “天 生 一 对 ”的 配对 式 ,如 果 将 它 俩 “ 珠 联 壁 合 ”, 就 可 完善 成 一 个 漂 
亮 的 双向 不 等 式 
QR + RP + PQ > (a + b+ c) > DE + EF + FD 


关于 Zirakzadeh 不 等 式 ,最 先 由 杨 学 枝 
老师 提供 了 一 种 优美 的 证 法 ,随即 在 我 国 引 
起 了 人 们 的 广泛 关注 和 讨论 (如 陈 计 先生 
等 ). 

证 明 ( 杨 学 枝 ) 如 图 3, 从 0,R 分 别 向 
BC 引 垂 线 , M,N 为 垂 足 , 则 有 

QR > MN = а - (BReos B + CQcos С) 
同 理 
[ns pa ros ета, 图 3 
PQ > c – (AQcos А + ВРсоз В) 


AQ + AR = BR + BP = CP + cQ = ++, 


QR + RP + PQ > 1(3 - Dcos A) Ја 
3 = 
Уо А = cos А + cos B + eos C < > 

1 
Ок + RP + PO > (3-3) Ма = >а 


ERC) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 A ABC 为 正三 角形 , 且 P,Q,R 是 三 边 中 点 . 
(2) 如 果 我 们 设 A, u,v > 0, 应 用 三 角 母 不 等 式 ,有 


2) Асов(х - 24) < Ж» —-2>)Асов2А < У) т» 
-25)А(1 - 2виёА) < >) SP4) AsitA < 
БМ pa +2>)1 = 0) + 22w УА) = 
-@- 
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(È w)? (ш + và + Аи)? 
ay > ÀsitA < 4Аш Ф 


ЖИПЕК А АОК, A ВЕР, A СРО 的 面积 为 51,5,, S3, W 
Sı = 240 - APsin A < ра + AP)?sin А = (Ја) sin 4> 


Dash < (4) (> в)*У)АзидА < 


2 
(iz Gel. 
zal (Za ) (эы 
即 
35] + и + об < h(a + b + o)? e G+ t ш? (0) 
RU) 是 一 个 有 趣 的 几何 不 等 式 , 再 结合 式 (Ti ) , 则 有 
Sasic ау Ол) А 
若 再 取 = и = v, 得 其 推论 
5] + S3 + S3 < (ОК + RP + РО)? @ 
和 
(27 ов)? »-;( 5] а)* >» 642151 > 60) 5)° @ 
(3) 在 20 世纪 90 年 代 , 陈 计 先 就 将 式 (Ti) 加 强 为 了 
QR - RP + RP - PỌ + PO: QR > bla + b + с)? © 
COR + RP + PQ) > 9 (а? + P+ o) 
ОК. RP + RP. PQ + PQ- QR > g(a +b c)? À 
其 中 4 表示 A ABC 的 面积 . 
(4) 我 们 仍然 记 ОК, ЕР, РО 依次 为 x,y,z, 后 来 陈 计 先生 结合 式 (Ti) 
x+y+z> (a+b+e) 
建立 了 配对 式 
m+ + э (а + 0) @ 
再 从 式 @ 得 到 推论 
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БЕГЕ у=: 4 


+ у) + э уба? +) + 03) @ 
于 是 我 们 建立 了 . 
推广 15( 指 数 推广 ) VUA P,Q, КАЕ ААВС 的 边 上 并 将 周 界 三 等 分 ,如 果 这 三 点 
中 有 两 点 位 于 同一 边 上 , 则 
#+у + 2 > 2-k(ah + b +) (VD 
ЖИР k € R,x,y,z 依 次 表示 OR,RP,PQ,a,b,e 依次 表示 BC, C4,4B. 
X k = 1,2,3 时 , 式 (Vi) 显然 成 立 . 
M k = 0 时 , 式 (Vi) 两 边 求 极 限 . 


1 2 1 
уук “ү? 
lin( 2x) > 1 2e) = 


у > $ Vaso > + abc @ 
R O 可 以 视 为 式 (Ti) 的 配对 式 . 4 


证 明 (KH) 不 妨 设 e > b > c > 0,P,0 两 点 位 


R 
于 BC 边 上 ,如 图 4 所 示 , 所 以 
х= РО = 1(а ++ е) 
(1) тах(х,у,2) > РО = а +b +c) > Ža > 
b c B P Q. с 

max( EE) male, yz) > max( 名 ,也 ,二 

Gii) Е A PQR ў 图 4 
QR + RP > Рд y + > x = ба + b + c)Əəma(y,z) > $ l,- Flas b e)a 


max(y + z,z + x,x + y) > x+ma(y,z) > 


Тба+ вже) + (а + же) = 


о > 2.02 

(2 b c c, а) 

ао" 3 9520 .2 
(Шу = Laqha) 2(а+ь+с)>» tatt 
üii)y+z>z=g(a+b+c)əz+y+z>3(a+b+c)> 2 t2 +7. 


由 (i) ~ (їн) 和 优 超 定理 , 当 大 > 1 时 , 式 (Vi) RA. k = 0 时 , 式 (Vi) 也 成 立 ， 

推广 15 REAT“ P,0,R 中 有 两 点 在 ААВС 的 一 边 上 时 的 情况 时 , 但 当 
A PQR 的 顶点 分 别 在 A ABC 的 三 边 上 时 , 式 (Vi) 还 成 立 吗 ?可 见 , 欲 将 式 (Ti) 彻底 推广 
为 式 (Vi) 还 是 有 困难 的 ,但 从 上 面 已 证 的 结论 和 当 A ABC 为 正三 角形 时 , 式 (Vi) 成 立 . 

(5) 现在 ,我 们 从 系数 方面 推广 式 (T): 

推广 16( 加 权 推 广 ) ” 设 P,0,R 分别 位 于 公 4BC 的 三 边 上 ,将 三 角形 周 界 分 成 p : 
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q :y( tr p + q + y = 1). W 


QR + PR + PQ > K(BC + СА + AB) (W,) 
其 中 
к=з-1(#+® , m) 0 
2\ptgtr 


显然 , 当 p = q = r = F ROW) EART). 


证 明 S= (а + b +c), 依 题 意 有 
QA + AR = 2р5, RB + BP = 2qS, PC + CQ = 2rS 
由 式 (Ti) 的 证 明 有 
x = QR > а - (BReos В + CQcos С) 
y = PR > b - (АКсоѕ А + РСсоѕ С) > 
z = PQ > c – (QAcos А + ВРсоз В) 
x + y + z > 25 - [( QA + AR)cos А + (КВ + BP)cos B + (РС + CQ)cos С) = 
2S[1 — (pcos А + дсоѕ B + усоз C)] > 
25[1--;(@ +? + 0) оянар) 
x+y+z> K(a + b+ ce) 


即 式 (W) 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 


ева | 
psin A = qsin B = гіпс ” 


A ABC 为 正三 角形 
1 


p=q=r=3 
观察 式 (Wi) 知 , 虽 然 式 (Wi) 是 式 (Ti) 的 一 个 系数 推广 ,但 系数 p,g,r 带 有 几何 色 
彩 , 且 
r т 1{{т 
(人 (> 
1 


9 
二 2r+2p+2g) = К = 1-Ji< 1-7 = ә 


+ 
4 


x+y+z> 二 (arb+rc)>ka+b+o) 


可 见 ,此 时 式 (Wi) НОСТ) 38. 
(в) От) 虽然 并 非 最 强 ,但 证 法 也 不 多 见 ,许多 数 奥 书籍 上 将 式 (Ti ) 削弱 成 
E + у® +45 э (a+ b+ е)? (х) 
作为 例题 或 习题 安排 ,现在 我 们 建立 式 (X'1) 的 加 权 推广 
推广 17 it AABC 的 内 接 三 角形 人 POR( QR = x, RP = y, PQ = z), 将 其 周 长 三 
等 分 ,4 ,u,v 为 正 数 , 则 
Àx? + uy? + ш? > t(a + b + с)? (Ху) 


其 中 


Бра си 
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са a] ° 
À+u+v= @ 


特别 地 , 当 ) = ú = v = 二 时 , 式 (Xi) 化 为 式 (X'1). 
从 外 观 上 看 , 式 (Wi ) 与 式 (Xi) 非常 相似 ,简直 是 “天 生 一 对 ”. 
证 明 记 s = a+b+c, 在 公 POR 中 应 用 余弦 定理 ,得 
x? = КО? = AQ? + АК? – 2А0 · ARcos А = 
(AQ + АК)? – 240 · АР(1 + cos А) > 


(AQ + АК) - 1040 + 4R)2(1 + сов А) = 
1040 + AR. (1 — соз А) = 
ae 
Ай > CA - Acos А) 

шщ? > Asu = шесе В)» 


同 理 


s > By ~ veos С) 
2 
Ах? + uy? + о? > i 272 - J àcos А) = 
2 2 
1 
ET 
Ах? + uy? + u2 > t(a + b + с)? 


等 号 成 立 仅 当 ее со 


Азіп А = usin B = vsin С 
即 АВС 为 正三 角形 , 且 Р, 0, 分 别 为 三 边 中 点 ,) = u = = зу. 
(т) 进一步 地 ,推广 17 还 可 推广 成 : 
推广 18 设 P,0,R 分 别 在 公 ABC 的 三 条 边 上 ,将 周 界 分 成 p:g:r(p+q+r= 
DARMA, u,v > 0, 则 


А? + uy? + vz? > К(а+Ь+с)? (Ү,) 
其 中 
2,2, 
k= MZ - E(k) ° 


特别 地 , 当 p = q = r = 二 时 , 式 (YI) 化 为 式 (Xi). 


证 明 设 s = Уја=а+Ь+ с, ЖАО + АК = ps, BR + BP = qs, CP + CQ = 7з, 
应 用 
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2> 1040 + 4R)2(1 — cos А) = 二 (ps)2(1 BA 
Ах? > Тар — Ар?соѕ А) 


иу? > T (ug — шрсоѕ В) =» 
同 理 


1 
ш? > ТАСА = и?соз С) 


Da > tal Dap - (X apos А)] > 
[Dw D) 
Ул > ks? = k( Уа)? 


等 号 成 立 仅 当 


AQ = AR,BR = BP,CP = CQ 
ре А = шіп В = vr’sin С 
р+ч+У= 1,р= д= У 
Ш ААВС 为 正三 角形 ,P,Q,R 为 三 边 中 点 , 且 p = q = Y = тА = u = n. 
RX) 还 有 一 个 推广 便 是 : 
推广 19 ЁР, 0, КИНЕ A ABC 的 三 条 边 上 ,将 其 周 界 三 等 分 , 权 系数 4,u,v > 


0,а,8,7 € (0,32), e + B + 7 = nr MA 


(ж) + (жа + (aa у)” > Mla + о %) 
其 中 
M= |> 22. - x (== 2)] 6 
等 号 成 立 仅 当 A ABC 为 正三 角形 ,P,Q,R 分 别 为 三 边 上 的 中 点 , 且 = u = о Жа = 
月 =7s 3 


进一步 ,还 可 将 推广 18 和 推广 19 再 度 推广 到 凸 多 边 形 的 情形 . 

(8) 那么 式 (Ti) 能 和 否 推广 到 任意 凸 多 边 形 呢 ?答案 是 肯定 的 ,不 过 ,不 是 十 足 的 直接 
推广 , 绕 了 个 “小 弯 ”: 

推广 20 i n AAAA < n € М) АИ: ЕЙ BO < í < n) $ 
周 界 n 等 分 ,定义 Ansi = Ais Bari = BA < i < п), WA 

È BBa > 200 ®) Улда ® 
特别 地 , 当 n = 3 时 , 式 @ 化 为 
Вів, + BaBa + В.В, > 2(cos3) (АА, + АА; + 4344) 
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ЭБЕ БОН ЕНШ 


即 
BiB; + ВВ, + ВВ; = + (Año + АА; + АЗА) 
жй Р (Т). 
当 n = 4 时 , 式 四 化 为 
вів, + >B, + В.В + B.B, > ( X AAi) 2(с $)? 


Ж 
ВВ; + В.В, > > УАД 
I 


当 n = 6 时 


现在 我 们 证 明 式 ©. 
证 明 ”如 图 5, 过 В,,В,, ИЕА, А; WER, 


BEA Bo Hit S = Улда. 

LBA Hi = бу = т- ДА 
дың, = Qa =r- Аа 
ВВ) > НН; = 
HAin + Аад + АНы = 
Ais1Ais2 + ВА „сов Oir1 + 局 +24i+2cos б) = 


AisıAis2 - BAi.icos А; — А; ,›В;,усов А; ‚у= 
> BiBin > 2 Аай = 


У BAiricos Аг. — Ad = 


s- È BAis1eos Aisi — Ý Aiai Волов Ар = 


s- Ува + Aisi Bia)eos А = 


л. А; 
s- $ Scos Aii = S- [Ë= 小 


га n 


s- su [ЖА]. S - Seos( =x) = 


n 


S + Scos 27 = 2( cos zsa 
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Ў) В > 3 £) Улда 
MR @ 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 4142…4, ЖЛЕ п 边 形 , 且 Bi, Ba, B, 为 各 边 中 点 . 
(9) 推广 20 中 的 式 O 还 有 一 个 配对 形式 是 : 
推广 21 iB, Ba, В, 是 等 角 多 边 形 当 4142…A。 各 边 上 的 点 ,并 将 其 周 界 分 成 
рі: ра: I po Ë pi + pz + + pa = LÆ Bayi = Bis Ansi = A WA 
> ВВ, > (cos z) Ады 四 


特别 地 , 当 n = 3 时 , 式 四 与 式 (Ti) 等 价 : 
1 n = 4 时 , 式 四 化 为 


вв >25) АА @ 
当 n = 6 时 , 式 四 化 为 

S уз 6 

2 BB. > > AAi @ 

证 明 如 图 6, 设 hi,1B; = x, Aisi Bin = ya sis 
n) iE 
L= ZAA 
注意 到 人 hi = Hal < i < п), ABA Bin 中 应 
用 余弦 定理 有 
BB? = 


(x + y)? - 2ay( 1 - cos 22) > 图 6 
Ca + y)? -Ala + у)(1- cos 28) = 
2 
т +y)2(1 + cos 28) = (в.о ®) = 
BiBin > (Leos T) pin 


È BB > (=: PÆ = Leos = = (F MAn) cos $ 


即 式 四 成 立 ， 等 号 成 立 仅 当 Bi, Ba2，…，B。 为 多 边 中 点 . 

最 后 ,我 们 提出 : 

猜想 : 设 四 面体 4,424344 四 个 面 的 面积 为 S1, 52, S3, 54, 内 接 四 面 B, B2B3 B, 的 四 
个 面 的 面积 为 Fi, Fa, Ез, Fa, EA FiO < i < 4) 所 在 平面 截 得 的 小 四 面体 的 体积 ,是 
原 四 面体 的 体积 的 1/8, 是 否 有 不 等 式 


Si + 5› + 5з + Sa > ECF + Fa + Fa + Fa) @ 
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SAREMA 


有 趣 的 是 ,推广 21 还 有 一 个 漂亮 的 推论 : 
推论 W P,Q,R 分 别 在 正 ААВС 的 三 边 上 ,并 将 其 周 界 三 等 分 ,A ,u,v 为 正 数 ， 


aB, y € (0,3) Ea +B+Y= 子 , 则 有 

(u + 0) ОК -tana + (о + А) КР -tan 8 + (А + u)PQ tan yY > 
Ñ Уш жй + Au (ВС + СА + АВ) а 
提示 : 记 世 = ВС + СА + 4B, 从 推广 21 有 


QR > J Leos F(u + 0) 08 апа > (и + v)tan am 


У) (и + о) ФЕ tana >+ LY (и + v)tan ec( 应 用 杨 克昌 不 等 式 ) > 
LUCE Cw))( Xun puan 7)]? - = 


Мажа дш 
即 得 式 O. 
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一 道 西部 数学 奥林匹克 竞赛 题 的 证 明 与 拓 广 


HAR 


1 引 =ë 


2004 年 西部 数学 奥林匹克 最 后 一 题 为 :求证 :对 任意 正 实数 a, b,c 都 有 
есше у Б лаг. 3\2 Ф 
Ф х = а?,у = b2,z = E, WRF O 等 价 于 


[а [у 2 342 
85 x+ yt y+z* 2+5 < 2 © 


Ж =Q 右 侧 的 不 等 式 最 早 是 文 [1] 的 一 个 猜想 , 文 [2]\[3]\[4]\[5] 先后 用 不 同 


方法 证 明 它 是 成 立 的 ; 式 @ 左 侧 的 不 等 式 是 文 [6] 给 出 的 一 个 不 等 式 . 


本 文 将 给 出 @ 右边 不 等 式 的 两 个 证 明 ,从 系数 ,字母 个 数 、 指 数 等 方面 给 出 @ 的 推 


广 ,推广 结论 联系 着 十 多 道 各 类 数学 奥林匹克 试题 . 


2 证 H 
@ 的 左边 不 等 式 易 证 ,右边 不 等 式 的 证 明 较 难 ,据说 当时 无 一 参赛 选手 证 出 ,命题 


人 给 出 的 参考 解答 采用 的 是 减 元 策略 ,即将 三 元 问题 化 为 二 元 问题 ,进而 化 为 一 元 问题 
加 以 解决 . 


1 < „у > б,юз 1 © 


不 妨 设 x < у < z+ A = ay Mz = TA < 1,z > 1,iB xz > yA 
1 1 1 1 1 1 1 
+ + > + > + = 
1+5 1+у 1+2 1l+x l+y 1+х 1+ xz 
1 l+ x 
= >1 


1 
me =L: = 
Vl+x jit Vl+x 
х 
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ЭЗЕР ЧЕНЕ 


I = ~ 0.5 =. = 
为 证 式 @ 右边 的 不 等 式 , 先 求 下 = Жей"? > 0,ху= А,0< A< 
1) 的 最 大 值 . 
Фи = Уж хут у, 
u=Vl+xVl+ry= Мж + у + ху > 
М1 +20 ху + ху = 1+ Уху = 1+ УА 
І+х+у= ш -А 
. ( 1 A 1 ) - 2+х+у+2У/1+х М1+у _ 
“VI+ М1+у (1+х)(1+у) X 


1+и?-А+2и 
2 = (1-А) +2151 


Gis 十 , 则 0 < (< „в = fü) = ( - A) + 2: + 1, T fU) = 


п 
a(i + =a 让 = е 20 КЕ] 上 是 增 函 数 ,所 以 


(=s (r. = л 


ыл сыы” ый... 
б ERR AS IA 
Ф o = VA, 注 意 到 z = 二, 应 用 刚才 所 得 到 的 结论 有 


1 1 1 2 1 2 v 
ЕЛ E rs + = + = 
VI+x Vl+y ИТ" 1+V4 Jit 1+v Ута 


r= = зә» = L= НН 2 V1 + > 1+v, 所 以 
+v 


即 式 @ 右边 的 不 等 式 成 立 , 故 式 @ 右边 的 不 等 式 成 立 . 

Ж ”上 述 证 法 着 眼 于 减 元 ,即将 三 元 问题 化 为 二 元 问题 ,再 化 为 一 元 问题 ,这 就 预 
示 着 ,在 证 明 此 问题 的 п 元 推广 的 相应 结论 时 ,可 化 为 证 п - 1 元 时 的 相应 结论 ,因而 可 
用 数学 归纳 法 加 以 证 明 , 具 体 的 推广 将 在 后 面 论 及 . 

下 面 从 整体 人 手 用 柯 西 不 等 式 给 出 一 个 简 证 : 

由 柯 西 不 等 式 ,有 
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a b с ) 
+ + = 
(= М + с Мс + а? 
2 н ИНИНЕН 1 ?. 
(ro rea A T 
b +V 2 + 02 - 


2 

ШНЕЛЛ" 2 АЕ ЭШНЕ: 

VG + с) (Ь + а?) ЛЕРДЕ) Б 

Ua? + b? >[ а? ss b? с? ) 
tO tC l(a2 + 2) (а ж e) (+ 2) (В + а?) * (с + a2)( + PP) 


因此 ,要 证 式 © 右边 不 等 式 只 须 证 


а? b? ё 9 
+ Б) (а + гї) (0+ 2) + а?) * (2 + а) + 5) =29. 
Ala? + b? + с2)[а2(02 + с?) + be + а?) + с0а? + №)) < 
9(а? + D + с?) (с? + а?) 
Bla? + b? + с?)(а?Ь? + b+ с2а?) < 
9(а? + Ь?)(Ь? + с2) (с? + а2)<> 
аб + bto? + cta? + аЬ + с + аќ > ба 


由 均值 不 等 式 知 ,后 一 等 式 显然 成 立 , 因 而 原 不 等 式 成 立 . 


3 ҤЕ J” 


4(a? + b+ ol 


3.1 АЖ 
前 面 已 指出 ,处 理 此 类 问题 的 基本 策略 是 减 元 ,为 解决 三 元 加 权 推广 , 先 解决 二 元 问 
题 . 
1. 二 元 情形 
命题 | 设 x,y > 0,А = V 邓 , 则 当 0 < à <28} 
1 < 1 + 1 < 2 Ф 
. МТжа М1+у УА +1 
342 < À < 3Bf 
1<-=—+-——<-=* © 
Vit+x Vl+y a-i 
`4 A 三 3 时 
2 1 1 А 
А+1 Sipe Vl+y Jai 9 
证 明 ”因为 
4 = [ 1 А 1 ) = 2ъ2т+2У1++У1+5 
1+х l+ y (l+ x)(1+ y) 
令 u=V/l+xVl+y=Vl+x+y+a = Vl+ x+ y+ А? 


-图 - 
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bE 


显然 и>М/1+2/ху+А?=1+А,1+х+у= u А2 
2 _ 12 

所 以 д = E ta (1 二 + 和 +1 
и u” u 


и , 则 
PE: 

= (1-1? 
= Р) =(1-2) P +2r+10 << XI 


ва 


(DA > таф, у) = 1-49 + 


А? - = 
1 22.1 А+1 


(1) 若 1 <А «2,0151 > x Fi ПИ Со) EO, 1-0) ЕЗЕНШ, (0) < 


AD < Дх), EEA ӨЫ 
ү š 1 
жа > 2,01 < тШ, = 二 上 дөш 1) = 


二 йш ут) аземи ЖШ Д1) = түү AO = 1 的 大 小 ,由 


ET 
4 和 
-1= үү 


+1 


aja > 3,027 < 1, (yH) < (0) ,所 以 当 ， = gh S) 取 最 小 值 


4 2 А 
тоте налет 

b. 若 2 < «3,2 > 1, (1) > AOS) > Л) = 1 B fü) 一 
JCO) = 1 故此 时 4 | 


O) жа = 1 时 ,AD = 24+1,4€ (0 本] ,所 以 1 < G) < AA) = 2, 即 此 时 4 


的 值 域 为 (1,Y2]. 
(3) 当 0 < à < 1 时 


AD = @-3®%(‹- усл) + 过 ie (oil 


BaH < 0, 所 以 /C1) (o, hH] Eee Ao) < A) а) , 即 1 < 


ғ 


2 
ПОР 故此 时 4 #ИйМЫ[1,--2—]. 


404—2 
EE ea aat 
REIRE, MO < 4 < 2 时 ,4 的 值 域 为 ( 1, 二 ] ; 当 2 < à < 3 时 ,4 вий 
-图 - 


Mathematical Olympiads and Mathematical Culture 


ws] зн, л нм [2,2] , 即 O,D,@ 成 立 . 命 大 1 证 
w. 

2. 三 元 加 权 推 广 

命题 2 设 x,y,z > 0,А = уг, 

(1) 当 4 > 8 时 ,有 


3 < 1.1002 Ф 
1+А 1+х 1+у 1+: 

(2) 当 8 > 4 > 号 时 ,有 
1< -= + l <2 © 


(3) 当 > 4 > 0 时 ,有 


1<——.—1—, = 3 @ 
l+x 1+у 1+: 1+А 


# ща = 1 时 , 令 x = 与 ,y = ©: = 乞 , 由 不 等 式 © MERER O. 


很 显然 ,命题 2 等 价 于 如 下 的 : 
命题 3 设 x,y,z > 0,А = Муг, 


(1) МА > 8 时 ,有 
1 1 1 3 
та?” TY 1+” 1+А @ 
当 8 > > 0 时 ,有 
1 1 1 
1 @ 
LIAA AIRNE SERRA ® 
且 此 时 下 界 不 可 再 改进 . 
(2) 当 0 < 2 < ELE] 
1 % 1 1 2 3 ® 
1+х 1+у 1+: 1+2 
4i cam A 
1 += + <2 @ 
Vl+x У1+у Vl+z 
且 此 时 上 界 不 可 再 改进 . 
Ж мА > 8 时 , 作 变换 :x 一 1 удо a o SP WRR QO Т 
= b = > 3 ,a,b,c>0 0 
а®+ Ас У + Аа c + hab Т+А 


AEH ЫЕ 
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特别 地 , 当 X = 8 时 ,由 O 即 得 第 42 届 国 际 数学 奥林匹克 第 二 题 (简称 为 IMO42 - 
2): 
а b с 
ав М 4 8ca | ыйы g 
AREA D E: IMO42 - 2 的 推广 ,国内 最 早出 现在 文 [7].《 美 国 数学 月 刊 》 问题 栏 
曾 作为 数学 问题 第 10944 题 [41 .不 等 式 O 引起 广大 同行 的 广泛 关注 ,近年 来 发 表 涉及 不 
等 式 @ 的 研究 文章 数 十 篇 ,其 中 包括 本 文 作者 的 一 些 工作 [9- 0 . 
式 @ 显然 等 价 于 
йы бё, Es 3 в 
1+а 1+ I+c Vi+Vab 
其 中 a,b,c > 0,abe = А? > 2 = 8. 这 是 2004 年 中 国 台湾 数学 奥林匹克 第 4 题 . 
此 外 ,在 不 等 式 @ 中 , 取 X = 8, 并 作 变 换 :4 一 PE, y 1 пас лр 
-4 + b + © <2,a,b,c >0 
а? + 8bc b? + 8са с? + 8аЬ 
这 是 《中 等 数学 ?2004 年 第 6 期 “数学 奥林匹克 问题 " 第 144 题 . 
证 明 (1) МА > 8 时 ,由 注 记 知 ,要 证 不 等 式 @, 只 须 证 明 其 等 价 不 等 式 中 ,笔者 
在 文 [12] 中 用 柯 西 不 等 式 给 出 了 一 个 证 明 ,这 里 我 们 用 减 元 策略 给 出 另 一 证 明 ， 


š 1 1 
‚#0 3, 1 >l, А > 
不 妨 设 x < y < z, 若 0 < / xy < 3, 由 命题 f Үт” 注意 到 4 > 
ае 
+ 1 + 1 > 1 + 1 >1> 3 
EE у 1+2 1+х l+y 1 + 和 


若 V 邓 >3, 由 x<y<z 及 1 = Vay Hza = V À > À >8 > 3,/ ay VA = 
А>8> ios А E i ЖЕРИСЕ: 


(ая) (а a-a 
1+х 1+ у 1+2 Iz s +z EF TRAI 
> EO, eg EE м2 Er 

1+Vxy 1+/ à l+ Ууд 1+À 1+à 
故 不 等 式 O 成 立 . 


ХРА = 8 应 用 不 等 式 ,有 


1 1 1 
- + + > 1,х,у,г > 0, = 8 @ 
Visa Му Jipa OT Ká 
当 0 < À < 8 时 , 令 x = Алу,у = Ау, = Xz1,x1y1z1 = 1, 那 么 
1 1 1 1 1 1 
= 中 4 > 
1+ x 1+у 1+2 1+ Ах 1+ Ау 1+ А 
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1 1 1 
+ + > 
1+8xi 1+ 8y1 1 + 821 
(最 后 一 步 应 用 了 不 等 式 O) , 故 不 等 式 @ 成 立 . 


1 1 1 2: 1 
+ + = А. 
l+ I+ y 1+: Tst 1+2 
说 明 式 @ 左边 的 下 界 不 可 再 改进 . 


(2) 当 0 < 4 < 计时 ,注意 到 x < y < = 及 zz = 13, 有 
2250 < зу 0 Vay eiss? 


应 用 命题 1 的 不 等 式 Q) 并 注意 到 z = z ,有 


tiry z 3 
l+ +y I+ 1+7 ху 1+5 
要 证 @, 只 须 证 
2 Vay 3 ® 
l+Vxy Уху+А? Vl+a 
1+Vxy = и, < ú < УТА, ху = (и?- 1)?,Ж O И 
2, še 1 3 @ 
+ Va 1 + 25 “Жа 
由 柯 西 不 等 式 ,有 
[02 - 12 + АЈ + 2) > (u2 - 1 + 22)2 
所 以 = 0144, 


Мат дз а 1+ А? 

因此 ,要 证 不 等 式 @ 只 须 证 

2 СЛЕЗЫ -1) 3 

и 三 
2VT+Àlu? -1 4+1?) +(1+à)ulu?-1) < 
Зи(и? - 1 + А) 
(A -2)u? +24 + lu? – (32 + А – 2)u + 
222 -1) УА + 1 < O00 


(а -2)(и - А + D + 20020 МА +1 SH] <0 @ 
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КЕ Её Ер. с 


(вара) EEE „а за i 
А-2 Гү АЫ, А-2 3 


而 uw > 1 所 以 w+ PRED ат > 0, Xu -VA Fi)? > 0,) - 2 < 0, 故 不 等 式 @ 


成 立 ,从 而 不 等 式 @ 成 立 . 


ЖА = 2 应 用 不 等 式 加 ,有 


1 1 1 
== + 
Vl+x Vl+y У1+ 


щл > З, фк = heavy = Ауу = Алуу = 1 那么 
НЕН 1 1 i 1 


<2,х,у,2> 0,7 xyz = 


М 
эм 


+ = + + 
1+х l+y l+z 1 + Ах 1 + Ау 1 + Ад 
= A E е L <2 
Jira /з+ э» Jisa 
即 不 等 式 ORY. 
ЛР ОР: Ет ri 1 1 1 
Jf, z = у = = 3 t ERM ту СУС 
2 一 + 一 上 一 -~ 2, 说 明 式 O 左边 的 上 界 不 可 再 改进 , 故 命题 3 得 证 . 


及 +1 Мї+ї 
3.2 ”元 数 推广 
在 这 一 节 , 将 命题 3 推广 到 п 个 字母 的 情形 
命题 4 х > 0(i = 1,2,… ,n,n > 3), zxr an = А", Д] 
(1) МА > n° - 1 BÍ 
1 1 с п 


l+x 1 + x 1+А 

340 < à < n2 -1i 
1 1 1 
+ wk wk 
l+x 1 + х2 ] + xn 
且 此 时 下 界 不 可 再 改进 . 
(2) 当 0 < Ah < (=) -1 时 
SE 
1 1 1 п 


+ ++ < 
l+ xj l+ Sitan 1+À 


ща > (4) -1 时 


n 
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且 此 时 上 界 不 可 再 改进 . 
证 明 ”不 等 式 @、@ 均 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 , 证 明 过 程 很 相似 .这 里 我 们 用 权 方 
和 不 等 式 证 @9 ,用 数学 归纳 法 证 明 Ф. 


(O) MA Sn? n s ATIE a > Oli = 1,2,--,n,n > 3), ДОЗ 


ai 


У) а? Ке п @ 
їл Ма + haiaz as V l1+2À 
应 用 权 方 和 不 等 式 : 设 а, € R* (i = 1,2,…,n),m > 0, 则 
a ат Са)" 
аі Шш 


в: 


л б a)" 
i 

3 
有 ў — арі Ор! 

= > n 

izi уа? + Àajaz an imi (а? + POET, (Da Mamoa 
1л 
要 证 @ 只 须 证 
(Si 


Cy і т= rael +0053)? > (27а? + najas": an) 
(Xat + naiara)? 
їл 


ë 
HO ap) 展开 ,并 用 平均 值 不 等 式 可 得 


(aby. > Уа + (п - mn)alaz an 
因此 要 证 @ 只 须 证 


(ї+\[ а? + (а? - а) алача, (о + maaga) э 
Ura- n) (27 – палача) 209 


ША >n - 127 aP > naar- a, 知 不 等 式 因 成 立 , 故 式 O 成 立 . 
ЖА = n° - 1 应 用 不 等 式 四 有 
1 + 1 ++ 1 = 1 @ 
l+ x 1 + x2 1+ £, 


(其 中 Vxix2…xs = n2- 1) 340 <А < n2- 1BF, а = АБ, Б > Oli = 1,2 nm)， 
-图 - 
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БЕ Её Есе: б-а 


Ыз, = 1, 则 
l + 1 +° + l = 1 + 1 ++ Е 
l+ mx I+ 25 I+ x, T+ Ab 1+ àb V l+ АБ, 
1 1 1 
=£ + + = 
1+ (W - Dh 1+ (п2- 1) 1+ (п? – 1)Ь, 
后 一 步 应 用 了 不 等 式 @). 
即 不 等 式 @ 成 立 . 


ШМ, Фа = a = = ал = а, = p M е ФЙ = 221 


+ 


一 二 一 一 1, 说 明 式 @ 左边 的 上 界 不 可 再 改进 . 

l+ qa 
о) мо а < (H) - f, k = 3 时 ,由 命题 3 的 O 知 不 等 式 团 RL. 

假设 n = k(k З) 时 ,不 等 式 四 成 立 ,那么 当 n = ЕЁ +1],зухлу = A"+1, 设 


= Saar a W Xk+ = а жуй а= x <" < Xka M 


x = Ма < V xk = аа = P; Ат" ий. Ах <А 


由 大 > 3 有 


sap aa 


对 x1,x2，,…, zi 应 用 归纳 假设 ,有 


Lo, 1 жеж 1 + L — < 
l+ xj 1 + х2 М1 + x 1 + xk, 
k 1 КРИ: PJ 


Vira Укы Уа Үй +! 
2 
需 证 明 , 当 0 < * < < (HH) - 1 时 ,有 


k + = k+1 @ 
Vl+x ж АА 


令 f(x) = zra» Є (0,А] 


t, JZ 
Vl+x aar 
Р) = ta + + Ea Cak + AI) + 0 о + a)i = 

k де? ғ 1 ] 
210+ дк) (1+ x) 
注意 到 函数 22 在 (0, + =) БЕН, ИЧ a,b > Она? - b2 5ja - 4 的 符 
-ф- 
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x a PFU), e 


аы 
号 相同 , 由 此 可 知 P(z) 8% уз -rh H 
(0,4]) 的 符号 相同 , 令 g(x) = A S (а + x) (x € (0,7]), 则 了 (x) 与 
g(x) 的 符号 相同 . 
g(x)= + 1 082 k +21000 = ký = 
l [Gk DA a + (k - 20А _ зы] 


37 
显然 g(x) 与 h(x) = (k+1)A 3 Er ey 2 be iy 5 зщ" (x € (0,4]) 的 符号 


E h(a) = 0 得 x = (д) m 


HI, h (a) = (k АЗ &(2Е +2) F, 
0 <2 «22050 < < 13223 > 0, 有 0 < з < 2, 5 Є (0,5) М, (x) > 
0; 当 x Є (хо,А) E$, h'(x) < 0, 所 以 h(x) 在 (0,xo) 上 严格 递增 ,在 (xo,4) 上 严格 递减 ， 


又 

lim h(x) = (k- DA „ о,һ(л) = (k + АА -2) < 0 
所 以 h(x) 在 (0， л) 有 唯一 实 根 xi B h(x1) = 0=>z'(xi) = 0, Мх Є (0,21) 时 ， 
h(x) >06 (x) > 0; 当 x € (x1,4) 时 ,h(x) < 0=zg'(z) < 0. 所 以 g(x) 在 (0,x1) 上 


严格 递增 ,在 (x1,X) 上 严格 递减 . 
注意 到 g(A) = 0, 下 面 分 lim g(x) > 0, lim g(x) < 0 两 种 情形 : 


а. Filim g(x) > 0, MJ x € (0,xi) Bf, TH g(a) ECO, x) 上 严格 递增 ， 有 g(x) > 
lim во) > > o, 当 xE (х1,А) 时 ,由 g(x) 在 (x1,X) 上 严格 递减 有 g(x) > g(X) = 0, 
六 此 ， 当 x € (0,4) 时 ,总 有 а(х) > 07 (x) > 0=f(xz) 在 (0,4] 是 增 函 数 , 于 是 
Ло) sQ) = ФЕ, 

b. Ži lim g(x) < 0, 则 g(x) #Е(0,А) 有 唯一 实 根 xz, B) g(a) = 0=f (аз) = 0, E] 
x€ (0, „Ўн. g(x) 07 (x) < 0:45 € (х2,А) it, g(x) > 0-7 (z) > 0. 所 以 f(x%) 


在 (0,x2) 上 严格 递减 ,在 (xz,) 上 严格 递减 ， 
FELA, H x € (0,x2) 有 f(x) < lim f(x) = k; 当 x E(x2,4] 有 


_ k+l 
До) < /00) = J 


注意 到 а 


所 以 对 х Є (0,4) XH fC) < J 
从 而 不 等 式 @ 成 立 , 即 当 n = k+l RER Ф 成立 . 
-@- 


AAEE E 
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故 对 一 切 自 然 数 n > 3 不 等 式 Ф 成 立 . 
ма = (H) -1 时 ,应 用 四 有 
ы + 1 ++ 1 < n- (Yaar an = (; 2 


1+х 1+ х2 1 + 和 
ма > [> |) -1 时 , 令 = А,Ь > OC = 1.2, n), bibb, = 1,Ш 
1 1 1 1 1 本 1 


十 „+ = + ++ 
1 + xj 1+ х2 l+ x, 1+ 1 + Ab2 1 + Ab 


TEST = l Sele 


= @ 


п-1 
后 一 步 应 用 了 不 等 式 @. 
故 不 等 式 @ 成 立 . 
ШИЇ, Фа = a = с = вл а, = ул, ORE ROEA = AEE a 


= — n - 1, 说 明 式 @ 左边 的 上 界 不 可 再 改进 .命题 4 证 毕 . 
+ 


Ж (1) 应 用 式 @ 很 容易 解决 2003 年 中 国 数学 奥林匹克 中 的 一 个 题目 : 

给 定 正 整 数 n(n > 3), 求 最 小 的 正 数 使 得 对 于 任何 0 € (0,2) G = 1,2,…,n)， 
只 要 tan бап 92…tan 0, = 23, 就 有 cos 0) + cos 0z + … + cos 0, < А. 

事实 上 , 令 ti = tan 9, 问题 等 价 于 求 最 小 的 正 数 РАДЕ rot, = 2" 的 正 
实数 ti, t25, tn ABA 1 + l sess 2 1 < 和 .由 式 @ 知 ) = n- 1. 


1+ 1+ 1+4 


mz `d. 


(2) 在 命题 4 中 取 = п - 1, = (n? - 1) 
3), 可 得 2004 年 中 国 奥林匹克 协作 体 夏 令 营 测试 题 (人 水 平 ) 第 4 题 : 设 a; > 0(i = 1, 
2,…,n,n > 3) ,求证 : 
а! + (n? -1)aaza3…an ay’ + (п? - 1)aia3…an 
Мар! + (n? - 1)ааз ani 
(3) 在 命题 4 中 取 п = 4, 由 回 很 容易 解决 如 下 的 2005 年 中 国 国家 队 培训 题 : 求 所 有 
的 正 实数 a ,使 得 对 满足 t1t2t3t。 = a 的 任意 正 实数 t, t2, t3, ta 都 有 
1 £ 1 $ 1 1 = 4 
I+ 1+ 1+ 1+4 dika 


sa; > Oli = 1,2,. ,n,n 


1< 


< п-1 
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由 四 得 0 < а 1. 


3.3 ”指数 推广 


a i 1 J 1 
更 一 般 的 问题 是 探讨 TY 的 上 下 界 , 上 一 节 的 命 


题 4 解 决 了 a = + 的 情形 ,本 节 将 解决 a = 2、a = 1 两 种 情形 ,并 对 一 般 情形 给 出 猜测 . 
1. 指 数 a = 2 
命题 5 对 x,y > 0,) = V 好 , 则 
(1) 340 < < (2 -1 时 ,有 
1-24? 1 1 2 
(42-12 & (1+2) * (+y S (1+ 2 9 


(0) 5-1 <А < T B, 


1 — 222 1 1 
2-12 (1+2 t ET <! a 
(3) 52 > 立时 ,有 
2 1 1 
Ura U+ 0+9) ©! ® 
1 2+ 2(а+ 6) +а +b _ 
证 明 /=ү + +b) (1+а)2(1 + Б)? 


Wr pu ы йске 
(1+a+b+ ab) = (l+ra+b+a) 


令 1=1+a+b+ab, 则 
t>1+2/ab+ab = (1+Vab) = (1+2),1+a+b=t-abs=it-22 


2у2 2 2 2 4 2 
(жылчы Ж = +1- 2 = 


XGL = x, 则 
оа ту = f(x) = (22 - 12 2 _ 22 +1 


O) Ma = 1 时 ,f= у(х) = 1- 2z,ze (о, 1], ЯГ 1). 
(2) А 关 1 时 


2 ца 2 
f = f) = (0-1 тусту] + Ta Bar є (0.7 ЛУ 
шй” зе ыз ® хоз дї 

д ОРТО 
2 
(1) мол в гу тр АМ z = ос тур С) 取 最 小 值 
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ЭЕ РОЙ ШЕЕ КЫН 


r- 222 
(42 pe" 


为 求 最 大 值 或 上 界 , 需 比较 f(0) = 155 f( 
a. 当 /3 -1<4< 赴 时 ,由 


2267, 
(А + «+? = (а + 12 HAA: 


PE; A Si БЕЖ 
@ +: > 19/0) < SAGT 


1 2 
有 AD «сүт! Gy 
故此 时 уса) аиан | 1215, 2 5]. 
b. 当 0 <à < V2 -1 时 ,由 


2 2 š 
SO = 1 > cry = Ja Z) G) < tim а) = 1 


故此 时 f(x) но н). 


Сма несту > ото) e(o раа Н 


/00) > ү = Хату) ы > f(x) > ЕТ 
2 
Җа = 5b 时 ,f(x) = ПИ 
2 
故此 时 ла) 的 信 域 为 [ T7211): 


综 上 所 述 ,0 < à <Y2-1 时 
Be Ез ауу пэт ИМАР [ 


1 2 
чл» 2 ШЕН +a) t (1+ Hy talg + з!) 
命题 5 证 毕 . 
命题 6 л > 0, = 1,2,--:,п,п > 3,А = уурт, M 
(1) А = Уп -1 时 ,有 


ПЕЕЛЕ Le п 
Ata (1 + xo)? On)” (1 + 232 
34 0 < à < /n - ІВ, 


1 + 1 ++ 1 > 1 
(1+ 1)2 (+ a)? (1+ x) 


且 此 时 的 上 界 不 可 以 再 改进 . 


(2) 当 0 < X < Es -1 时 ,有 


-图 - 


ni 2 
{Гуш rp ala al 
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1 下 
(1 + x)? * (1 + x2)2 (1+, & (1+2) 


$ 


п-1 ® 


1 ... 
Arat +r +(+m) < 
且 此 时 的 上 界 不 可 以 再 改进 . 
Ж “由 于 国 与 国 的 证 明 完全 类 似 ,@@ 又 可 由 人 @ 证 得 ,这 里 我 们 只 证 仿 .@. 


证 明 (U 当 0 < 4 < 二 - 1 时 ,用 数学 归纳 法 证 明 O. 


Мп = 28, uo < (2 -1< 泪 ,由 命题 5 的 式 加 有 
1 1 2 
(T+ x)? t (1 + x2)2 S (1 + 232 
即 n = 2 时 不 等 式 因 成 立 . 
假设 n = k(k > 2) 不 等 式 国 成 立 , 那 么 当 m = В+ 1 时 ,xix2 saa = АК, К 


А! 


лл < h < xx = Vaar a ИА хл = — x 


ы 


зу к «лыла > ks ksl 
= ухх; манты E a = TSY < At x < À 


k+l k 


而 0 < 大 kF Tx k-1 -1 
所 以 0 < х <р рт - 1 Ë x = Jaar a xu xa," ak 应 用 归纳 假设 有 
这 1 _ 1 1 
Оза ажа ажа Оға) S 


Е. 1 Жын О 1 ы НЕ e 
Ata) (1+з„)% (1+2) Ак (Тє 7 (а + АКТ)? 
(1+ 2) 


下 面 证 明 : 当 0 < a < < EH - 1 时 ,有 


k + 22+ = k+1 @ 
Aa)? (at +1)? S (1+ 2 
k ы k+l 
/tA 1 
Ga) = Е 2k 2kx?*- 1 2kx*-1 2k 2Ю**! 26-1 


тажа) $ (ak + АН) C АКН) > (р x) + (ак АНТ) = 
6 akti АКН) Гдк адн. Зай + АК!) 424-1] Е 
(1 + x) (аб + АК) 
katt! (+! _ 241) (a Е, Зд! т Б d- 2) 


A + x) (а^ + АК) x + 
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33188 # Бш. с 


ка 2602 
HO0<x<à4,k+1>0,#8 t -a 0, д(х) = АН + з= + e, 


z € (0,1] ,显然 5(z) 在 (0,)] 是 减 函数 ,注意 到 0 < 4 < 上 11 -1<{, 
有 

g(à) = 2251 + 3A — АК2 = 225-2(2 + 1)2(А 一 4) <0 
lim g(x) + m, 所 以 g(x) 在 (0,X] 有 了 唯一 实 根 x0, 当 x = xo 时 ,g(x) = 0= f(x) = 


0; 当 0 < x < xo 时 ,g(x) > g(x0) = 067 (х) < 0; 当 xo < x < 4 时 ,g(x) < 
g(x0) =0Ə>f (2) > 0. 
因此 ,f(x) 在 (0,xo] 上 是 减 函数 
k+1 


Да) < lim g(a) = k (ЖО <А < k -1) 
f(x) 在 [xo,X] 上 是 增 函 数 
Ж) < Q) = + 


2 _ k+l 
E 4 at) С (1 + 232 
所 以 在 (0,4] 总 有 f(x) < a + 1 Mont AMETS n = 上 + 1 不 等 式 @ 


成 立 . 
故 对 一 切 自然 数 n(n > 2) 不 等 式 @ 成立 . 


о) = (2 - 1 应 用 四 有 


1 1 1 
(+a) Пв) trny S 


所 以 当 X > 


1 1 1 
(1 + x)? (1+ x2)2 tro 


ДЕСЕТЕ 


-1) @ 


gai 


一 1 时 , 令 = АБ, b; > Oli = 1,2,,n), 666, = 1, 则 


1 £ 1 
(+)? t (1 + 252 * $ Q + 25.3: < 


ЕИ = W 


;<n-1 
[NM 二 -可 
最 后 一 步 应 用 了 不 等 式 @. 
故 不 等 式 O RY. 
И, Фа = az == = вул = a, = 起, 当 ! 一 0 时 , 式 国 左边 = = + 
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1 
(+ i) 


>n - 1, 说 明 式 @ 左边 的 上 界 不 可 再 改进 . 
pai 


1 


Ж ”在 命题 6 中 取 n = 4,) =1, BAREA > V n - 1, 由 @ E 2005 年 中 国 数 
学 奥林匹克 国家 集训 队 测 验 (一 ) 第 6 题 : 设 ec,b,c,d > 0, 且 abcd > 1, 求 证 
(1+ а)? 


+ 1 + 1 + 1 >21 
+b) (+c) 7 (1+4) 2 
2. 指 数 a = 1 


命题 7 > 0,1 = 1,2,---,п,п 3 = Vaar an M 
(1) 当 > n -1 时 ,有 
1 1 


1 п 
Тъжа fl+a *1+*^1+А 


当 0< À < n -1 时 ,有 


1 


(2) 当 0 <А < 11-18, 
1 1 


n 
+ ++ < 
l+x l+ xo l+x, ` 1+ À 


щА >z- 18, 


1 
l+ x t 


1 
1 + х2 


+ 


@ 
证 明 (1) x = Ау, > 0(i = 1,2,…,n), 则 O ФР 
x 


п 
Суы. -1 
@ у + yuy ЖА 7" 
由 柯 西 不 等 式 , 有 


(2077 
y: = 
£ YE + Аууз" Yn 


ú Èr + Элуу yn 
因此 ,要 证 @ 只 须 证 
(уму 


izi 


п >т! + АОИ) > пу? + пуур Ө 
21у? + Апууз ya А Ж 


жс уту 展开 ,并 用 平均 值 不 等 式 可 得 


(yy 


/ > уу? + (п®- п)уууу ya 
£ = 
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因而 要 证 @ 只 须 证 


(T+ АС? + (n? - п) улув) = п ЈУ + п?Ауууз уле» 
各 st 


((+4- DO = пууз" Ya) > 0 


жна > n- 1D > nyiye у, 知 后 一 不 等 式 成 立 , 故 不 等 式 国 成 立 .对 ) = 
n - 工 应 用 加 有 
天 二 + 二 + > (Vna п 1) 


Тъжа РЧ 
所 以 当 0 <А < n 一 1 时 , 令 х; = АБ, Б > 0(i = 1,2,---, п), ББ, = 1,00 


ПЕЕ ЕРА аа. 1 К j 
Lem les Tisa 1+АҢ Tit ETRA? 


1 1 u 1 
1+ (а ЛУЫ +19 (n =dyb t #19 (56-06, 2! 


BJ ORY. 


ү АЕ 1 1 
(0) Моа а-и UY ете аа SY 


N >n- LAE, 1 vo RIENG A 
lu bus =L EEEE N кык E ИЕ сч 
+} 1+2 1+2. 1+1 1+xl l+ 1+ 知 二 + 人 
X1 х2 Xn nÀ 


下 


а-т р жа-на тур) > rhe 
1 1 1 п 

Tai Лы Т” жа ЭРА 

BD Ф RT. 
МН @ 很 容易 证 明 七 ,这 里 从 上 略 . 


注 (1) 在 命题 7 中 取 X = 1, H(i = 1,2,…,n) заг = зл ИВА. Zulauf 
1958 年 建立 的 如 下 不 等 式 0 : 设 x1,x2，…,x。> 0, 则 


SL 32 Xn 
+ ++ 
xi + X2 хә + x3 Xn + x) 


<n-1 
(2) 在 命题 7 中 , 取 》 = оа ра = 12,…，n), 由 加 即 得 1999 年 罗马 
尼 亚 数 学 奥林匹克 国家 队 选 拔 赛 第 一 天 第 四 题 : 设 1,x2,…,x。> ОН лут, = 1, 则 
-图 - 
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1 ПИЕ 1 
п-1+ху*п-1+х; Жл-1+ж 


(3) 在 命题 7 中 , 取 n „3,4 = 2, = E, a = ЖГ, яз = labe > 0), O 
有 
а? b с? 
2 +26 * 1 +2са * сї+2а5”! © 
1 1 а? b? 
Жп = 3,4 = әк = LE а= 10-160, ‚с> 0),H @# 
Еа E SSES SG 
Жык tia Ta t 2.2 <! @ 
综合 O, O 即 得 人 设 a,b,c > 0, 求 证 
а? b? с? ab 
+ > 1 > 2 
а? +2Ьс * b2 + 2са * сї+2аЬ ОЕ + +2 +20 
а 1 ” 
其 中 四 的 等 价 形式 “ 设 *,y， = > 0 且 zyz = 1,15. + mnt! 为 2004 


年 德国 数学 奥林匹克 国家 队 选 拔 赛 中 的 一 个 题目 . 
3. 指 数 a 为 一 般 情形 
对 于 一 般 情形 ,我 们 有 如 下 猜测 : 设 x; > 0(i = 1,2,…,n),n 23, = атата, 
a 是 正常 数 , 则 
(1) ÑA > nš -1 时 ,有 


1 1 Б, 1 п 
Orat (l+ ы t U t (l+ Os > А) © 


当 0< À < nš - 1A 


1 1 1 
z: 1 
(+z) Ож) f (1+x)° > @ 


1) рв 


(0) моа < (2 


1 * 1 ++ 1 < n @ 
(1+xi) ` (1+ а) (1+x,)° ` (1+Л)° 
"a > (221)' -1 时 ,有 
1 1 2. 1 
атап) Uray N 9 


Ж (1) 作者 已 证 明 a <n-1RO,8RLERKHERXAH), 40 < a < 2 时 ， 
对 一 切 n > 3 均 有 n > a + 1, 此 时 对 一 切 自然 数 n(n > 3) RERO, ORE; M a > 
2 时 ,n > a + 1 > 3, 此 时 不 等 式 @,@ 仅 对 满足 n > a + 1 的 自然 数 n 成 立 ,对 满足 
3<n<a+l 的 自然 数 ”是 否 成 立 尚未 解决 .四 , 团 也 未 能 解决 . 

另外 ,n = 2 的 结论 与 @@ ~ © 有 所 不 同 , 目 前 也 没完 全 解决 . 
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DEPE n = a =3,X4 = lz = Žr = 2,3 = Z (xz, y,z > 0),ЩИФ2005 


年 越南 数学 奥林匹克 国家 队 选 技 赛 中 的 一 个 题目 : 设 x,y,z > 0, 求 证 : 
Са 
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关于 一 组 数 奥妙 题 的 赏析 


REF 


1 


2007 年 第 4 届 中 国 东南 地 区 数学 奥林匹克 第 8 题 由 李 胜 宏 供 题 ( 见 《 走 向 IMO ' 数学 
奥林匹克 试题 集锦 (2007)) 第 68 页 ) ,题目 如 下 : 
Bl 设 正 实数 a,b,c 满足 abc = 1, 求 证 :对 于 整数 k > 2, 有 
а* a d 3; 
а+в Бс са? 2 (A) 
(1) 我 们 先 欣赏 李 老师 提供 的 参考 证 法 ,然后 再 对 本 题 作 赏 析 . 
证 法 1( 李 宏 胜 ) ”因为 


к 1 Ë 1 1 ak k 
сар + 409+ 00 ++ + + >k- = та 
过 一 二 一 一 过 
k-25} 
R а* k 1 k-2 
所 以 5+5z24-4(c+b)- 3 
=. 外 k 1 k-2 
同 理 可 得 рс в 0ке) - 65 
ё Е k-2 


三 式 相 加 可 得 
г<. Бу ж... Ч 1 3, 
гавра ска 2 2\1+%*%+©)-у(а+%Ь+с)-у(Ё-2) = 


(651) а +в о) - 306-2) > 
Зов) Ya 306-2) = 


3 


3 3 
2G- D - 306-2) = £ 


(2) 现在 ,我 们 从 另 一 个 角度 给 出 题目 的 新 证 明 . 
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ea Pa ЗН 


证 法 2 我 们 记 式 (A) 左边 为 P, 则 注意 到 > 2 p“ 


ADaP = (а + b) 5] (нж) > (54%) = 
2а Уа} 
(DET) EEEE > (20) 


k-1 
p>3[25] s Zao = Зар 3 
即 式 (A) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a = b = c= 1. 
以 上 两 种 证 法 相 比较 ,证 法 1 初等 通俗 ,证 法 2 自然 巧妙 ,各 有 千秋 
观察 式 (A) 左边 P 的 结构 ,使 我 们 联想 到 施行 传统 的 技巧: 


设 

Жее 22 2; 
а> > с 1 1 1 ӘР = гъ b + 

Бетсен ав ex Ee 

a с. о (Бр) 

a+b a+c AET me 

k k, сй 
2P > 2 Ht + с bts 


a+b c+a 

可 见 , 尽 管 我 们 应 用 了 排序 原理 ， Чув вит. 因此 ,用 此 技巧 难以 奏效 ,原因 在 
FRA) 的 左边 三 个 分 式 并 非 关 于 a,b,c 轮换 对 称 尽管 如 此 , 式 (A) 还 是 有 如 下 两 个 配 
对 式 


bt ‹ a :3: 
a+btb+ctc+a”?2 (B) 

k k k 

а Ы с 3 (с) 


Ь+с*с+а*а+Ь” 2 
(3) 许多 好 的 不 等 式 ,都 可 以 从 指数 、 参 数 两 个 方面 进行 推广 , 式 (A) 也 是 如 此 . 
推广 1 REX a,b,c WEab > 1, Жа, Ва > 1+ B > 1,p,9 为 任意 正 参 
数 , 则 有 


а рУ b. = ы 3 (D) 
(ра + qb)° ` (pb + ас)? (ср + а)? ” (p + д)? 
显 见 , 当 p = д,а = k>2,8 = 1 时 , 式 (D) 化 为 式 (A). 因 此 ,推广 式 (D) КҖ (А) E 
ЕЯ 
略 证 BROD) EHA Р,,0 = ү 5 > 
S=a+b+c>3vaic >3 


应 用 权 方 和 不 等 式 有 


> (а?)!+# (234%) (Уа)? BS) 
P= (pa + gb)? > [> (ра + gb)? T = TOp+9qg)S]5 > 区 PXT 
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3 А зы 3 з 
gap (3) > p+? > (р + 9)? 
等 号 成 立 仅 当 a = b = с = 1. 
(4) 一 种 好 的 证 法 技巧 ,能 够 启发 我 们 将 该 题 推广 到 某 种 境界 ,如 式 (A) 李 老 师 提供 
的 证 法 1, 暗示 我 们 可 以 从 参数 ,系数 两 个 方面 将 式 (A) 推广 为 : 
推广 2 设 正 数 c,b,c 满 足 abc > 1,19 > 2; 正 参数 p,g 与 正 系数 A,y,v 满足 
条 件 


В = kulp + q) - pp - àq > 0 ° 


рачы ls wa 
C = kolp + q) - 1p - uq > 0 


则 有 
Аа“ _ bt о 3. Z ABC 
Взе fpe+ qa > (ръ д) ° (Œ 
其 中 
k 
зе @ 


如 果 我 们 取 p = q А = py = v = 1382 e= Э(Е-2),А= B = C = 2(k - 
1), R(E) 右边 化 为 
3x2(k-1 3 з 
4 -2(4-2) = 3 


这 样式 (E) 化 为 式 (A). 因 此 , 式 (E) 确 为 式 (A) 的 参数 - 系数 推广 . 
证 明 ”注意 到 上 > 2 及 1+1+(k#-2) = 上 ,应 用 加 权 不 等 式 , 有 

ак ража ЯБ Фе 

ardt (P ht E D G> 
at pa +q бз ka 

sa (p + q)° ГЕ), | Zp?” ® 

а ka _pa +q 天 -2 

pa +q 2p+q (p+g) p+ q> 

àat Юа _ A(pa + gb) _ (Е 2)2 

pa+q  p+q (p+q? p+g 


同 理 可 得 


ub! > М _ и(рЬ + ас) (上 = 2)z: @ 
Pb +q >p +q (р + 4)? р+9 


sek kve _ s(pce + да) _ (k - 2)» 


pe+qa 2p+q (p+q? ` PHa 
® +®@+®# 
у) = 2 da + Bb + Сс 。 з. Z ABC - (abc) 3. АВС _ 


pa+q (p+? ` 


ЭРЕ БОЙ buna Susa 
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> Аа" > 3 ° V ABC 
Pa + qb” (p + q)? 
即 式 (E) 得 证 ,等 号 成 立 仅 当 a = b = c=1 和 ) = н = 
(5) 推广 1 还 可 以 再 以 元 数 方面 推广 为 : 
推广 3 #а>1+8>1,3<пЄМ,2<тЄМ,а; > 0,4; > 0,“ Ж ani = а, 


Па > 1,8 = Уа, = Уа =і<лп1<је т), х = Аа + Аа + + 
ел = 171 
hnaism-D 那 么 有 


-e 


54.3 (© 
提示 设 
0 = а/(1+ В) 21 
„а хе (af)? у 
p, = 59 - У) ална) > - 
Z г бу 


(Ze) >. а" 
-全 六-( 应 用 秋平 均 不 等 式 ) > | (2 中 JOS} = 
п 


Eois AS) PP, > (5) > . (Т1 ш) ээр, 


п 
等 号 成 立 仅 当 ар = az = = a, = 1. 


№ 
хә 


2 


2007 年 中 国 国家 集训 队 测 试 第 10 题 是 : 
2 设 正 实数 ci,az,…,an 满足 al + az + + a, = 1, 求 证 : 


az 


а n 
B+ (с) 
本 题 的 已 知 条 件 很 普通 常见 ,而 要 求证 明 的 结论 式 (A) 的 左边 却 庞 大 复杂 .从 《走向 
IMO》 第 85 页 上 的 参考 解法 可 知 , 本 题 既 高 难 又 美妙 ,颇具 吸引 力 . 没 有 攻 不 破 的 堡垒 , 据 
笔者 初探 ,我 们 可 以 从 指数 参数 两 个 方面 将 式 (G) 推广 为 : 
推广 4 Ша > 0(i=1,2,…,n;2 < n EN), Я ani = an Ea; = 1, 指 数 
а> B > 0,8%, u > 0, 则 


ваш”. лу +> (+ у. 
特别 地 , 当 取 a = B = 1,4 = и = 1 时 , 式 (H) 退化 为 式 (G). 


(aia + asas + 十 ao 人 


(н) 
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证 明 #5= Plasa: = Š) E , 风 应 用 平均 值 不 等 式 有 


应 用 柯 西 不 等 式 有 
s = Саа (570) (Èa) = 129 >h D 
š 2 a 
на Зуу 
且 
已 = si7 ® 
@)йаэ1+# > 1 时 , 记 9 = тер > | 应 用 权 方 和 不 等 式 有 


(e) „ШШ Г Т ГЫ, 


ж > (Ааа + p? ` € Qa, + и)? > (оа + (À + пи)? 
1\10 alaye 
[-(2) ] - п! ДЕЈ T > nË e nP (А )-8 @ 
(А + рп)? (А + па)? > сое 


e рак Р ТИНИ ҮЗ. ЕЕЕ 
P= 9725: (+) argh) G + ng)? > 
n — 
(А + ра)??? > (А + пи)? © 
此 时 式 (H) 成 立 . 
(2) 当 0<B<l<sa<1+B 时 , 记 9 = түр = 


„ыы. ШШ. а у” 
` 2 ар шей” Ум. P Q + aF 


а. 1 
үү 
[" 人 (二 ] eE 2+8 тъ. 0+8 
(А+ ш)? п (А + ш) т (А + ш)? 


P= Ўт TP > [+] ув 


由 于 
Ау 
а> 8 > 0 п! "An А+ш\?. п n 
Ht джа =P > (Уд) G + >P > да)? Ф 
n “À + np ш 


ЭФ РОЙ ШНЕК ЫЕ 
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此 时 式 (H) 也 成 立 . 
综合 式 (1) 和 式 (2) 知 , 式 (H) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a = az = "= a, = T° 


3 


2007 年 中 国 国家 集训 队 测试 第 4 题 是 : 
83 HERK u,v, w 满足 
Ë + + ш + V pw=4 Ф 


[ае Ге Ге ови (D 
(1) 分 析 : 本 题 的 已 知 条 件 比 较 特 别 , 而 要 求证 的 结论 式 (ID) 却 相 当 优雅 迷人 . 从 式 
(1) 的 左 端 (以 下 记 为 P) ,自然 联想 到 应 用 3 元 对 称 不 等 式 ,有 


ЕАС 


求证 : 


Р > V35 © 
GEP S = jy +» + ш) 比较 式 © ARO) 知 ,我 们 只 须 证 
V35 > 560 < S<3 @ 


KER @, 应 从 已 知 条 件 式 OAF, iE t = Z m ,S = 35?, 有 
3 
4= иже жю журю a pava + (26060) = 351 + Si 一 
(Si -1)(S +2) > 0-55, > 15 > 3 Ф 
AR @ AR @ 不 成 立 , 因此 此 路 不 通 ,我 们 得 另 寻 出 路 . 具体 证 明 请 欣赏 (走向 
IMO) % 76 Д. 
(2) 虽然 本 题 美妙 而 特别 ,证 法 也 不 常见 ,但 它 却 暗示 我 们 许多 有 趣 的 信息 ,以 此 顺 
腾 摸 瓜 , 就 可 吃 到 许多 美味 的 “水 果 ”. 如 ,从 已 知 有 
4 = # +u +u + pw > З uv + V pw = 3 + Ë= 
(t =- 1)(: +2)? < 00 < t < 10 < V um < 150 < Z o < 1 @ 
从 四 ,@ 两 式 ,我 们 得 到 结论 
Gi > 1 > Zum (p 


这 是 一 个 漂亮 的 双向 插值 不 等 式 ,壮美 得 如 “凤凰 展翅 ”, 这 是 我 们 意外 的 收获 . 
(3) 我 们 在 前 面 得 到 结论 


S) YE) „+++ + ss 
再 增设 系数 p,g,r > 0, 并 应 用 杨 克昌 不 等 式 , 有 
-@- 
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P, = Де) + (28). Г) /8 > /зв (к) 
其 中 6 = 2(qr + m + pq) — p? - 4° — 12 > 0, 式 (K) 等 号 成 立 的 条 件 是 4 = w = v = 
1,8р= q = r. 
(4) 由 式 (J) 有 ало < 1, 虽 然 这 一 结论 娇小 玲珑 ,给 它 穿 上 艳丽 外 衣 , 就 会 “丰满 迷 
pe 
рей? < 于 (L) 
其 中 x = 3a -1y = 38 - 1,2 =3у-1,На,8,уЄ (3.3) +B + 7 = 3. 
显然 , 当 取 a = B = Y = 1 时 , 式 (L) 化 为 ano < 1 回 到 原状 . 
证 明 设 
(2p,2q,2r) = (5 - 3a,5 - 38,5 - 37) 
apr Є ($, $) a+ Bay = 3 | { 
人 
2-р,2- 4,2-гЄ (0,2) 
SG- D(z) М jvw( 应 用 加 权 不 等 式 ) > 


p+q+r=3 
p.q.r € (0,2) 


=4 = # + + p + V шт = 


АЩ)” не] ы > (oo (у) э 


По - pye” > [1А Ж?» НА 
- 1 а-у 
ич < [TIO - p] = mE J: 


хү} үр (арау жуг _ 1 Ye 
СС) (2) -FE - 86] = 22956; - тузт 
即 式 (L) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 py = v = w = 1,а = B= y = 1. 

(5) 依照 上 述 技巧 ,我 们 可 得 到 如 下 两 个 推广 结论 : 

结论 1 Bax >0,p,g,k > 0,kq < a; < 2p + lq (1< i< n,2< n € N), EWE 


ЭР + «ШП. = np +q 


i = n(p + kq) 


则 有 Маъһ 


结论 2 设 x; > O,p,q > O,a Є (0,2)(1<і< п;2 < n € N), Ra, = n, 
= 
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Бе tusu Б сз 


По + gxi) = (р + 9)", 求 证 : 
Pae (A E 1 ® 


4 
4 


第 15 届 全 苏 中 学 生 数学 奥林匹克 题 中 ,有 一 道 题 是 : 
题 4 а,Ь,с > 0, 证 明 ; 


а(б+с+1) b(ca+a+1) с(а +6 +1) 
са+а+1 + ab+b+1 + b+c+l (0) 


抬头 仰望 , 式 (0) Н НОП, ШИ ЖЕ З НОННА КАЕ, НЕТ ЖОЛУ 
法 欲 两 边 去 分 母 施 证 , 那 难 度 将 令 人 望而却步 .可 见 , 欲 证 明 本 题 ,只 能 “ 智 取 华山 " ,切记 
不 可 硬 攻 , 这 样 ,即使 " 固 若 金汤 ”的 据点 ,也 可 攻破 . 

证 明 ”我 们 设 


a+b+c> 


y = ca +a +l > 1-5} у = ах + l- abc 
z=ab+b+l>!1 ‘z= Бу+1- zbc 
这 样 , 式 (0) 等 价 于 (注意 cz = x + abc - 1) 


etbte> 人 +t- 
Zas + 
Уба 62) (на) a 
ат +ует аз 
AERO) 成 立 .等 号 成 立 仅 当 


x= у= га = Ь = с 


可 见 , 经 过 如 此 巧妙 代 换 ,我 们 就 成 功 地 *“ 智 取 华山 .因此 ,本 题 新 奇 别致 ,证 明 重 在 


х=с+с+1>т®1 x = cz + l|- abc 
ко 


ий. 
进一步 地 ,从 式 (0) 我 们 得 到 一 个 漂亮 的 双向 不 等 式 
arbres Z4, Z a3 Jabe (Р) 
它 与 我 们 所 熟知 的 不 等 式 
a + b + c > Z 3(bc + ca + ab) > 3 / abc (Q) 


交相辉映 . 
RO) 是 关于 3 个 非 负 元 数 a,b,c 的 奇异 不 等 式 ,仿效 上 述 代 换 技巧 ,我 们 可 以 成 
功 地 将 式 (0) 从 3 个 元 推广 到 多 个 元 数 : 
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推广 5 Ü a, > O(1 < i= n,2 < n€N.iE 
xı = (asas"a,) + (aztan) + `° + ала, + a, + 1 
xı = (азаа аа) + (ааа) +… + азар + а + 1 
һу = (аа an2) + (aan-2) + Gn-3Gn-2 + Qn-2 + 1 
ж = (ala2…an-1) + (ауа) + + а заал + а + 1 
证 明 
aixi è Q2%2 PEA an-1%n-1 * а (в) 
х2 х3 РЕ РА 


aj + a+ + a, > 


我 们 约定 ал = аалы = xp JHE m = aayan WA 


ад = m + xi - 1(1 < í < n)=2Ja > У) езд), > 


s 11 Yl ТП 
3 isl Nit 1- SN хін S Xi SE 
с ыараан эы a p 
上 式 显然 成 立 , 从 而 式 (R) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 


可 见 , 巧 妙 的 代 换 ,导致 了 简洁 的 证 明 . 


5 
2003 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 第 14 题 是 : 
题 5 设 x,y,z 均 取 正 实数 , 且 x + y + z = 1, 求 三 元 函数 
_ 32-a Зр - y 302-5 
Руза) = lre * 1+? l+? 
的 最 小 值 , 并 给 出 证 明 . 


(1) 分 析 : 本 题 的 已 知 条 件 很 常见 ,而 要 求 最 小 值 的 函数 f(x,y,z) 的 表达 式 却 较 复 
杂 , 注 意 到 


3x2? —х _ TA 3+ < 
1+2 7 2+1 
等 ,因此 ,如 果 我 们 设 
那么 有 
(xz,y,z) =9-р @ 
根据 对 称 性 , 设 


ЗВЕРЬ НЧЕ 


数学 奥林匹克 与 数学 文化 


x+3>y+3>z+3 
z>y>:z>0>1_1 1 1 (应 用 切 比 雪夫 不 等 式 ) 二 
+1 +l +1 
1 


Р 17У 3232 = 103+ 0551 P> р, 


2+1 x2 +l 
AR @ 知 ,欲求 函数 /Kx,y,z) 的 最 小 值 ,应 求 P 的 最 大 值 ,从 式 @ 又 知 , 须 求 
a 9 
те Жл = Zn 


的 最 大 值 ,估计 f(*,y,z) 的 取 最 小 值 的 条 件 是 x = y = z = 十, 因此 ,再 尝试 
> 


952 +9 = 9а +1414 +1(94 1) >10x 92 х1х x 1 = 104035 


于 是 ,我 们 有 
= А SP АЙ, чл Ж 
r 之 环节 < 052 
但 


У). у) о) 39е 
元 > pr = ая > ута = 3х 35 = 3 


AR © 表明 ,7 没有 最 大 值 ,从 而 Р 没有 最 大 值 .因此 ,采用 上 述 方法 ,即使 我 们 使 出 了 


浑身 解数 也 无 可 奈何 ,不 能 求 出 /(x,y,z) 的 最 小 值 . 
此 路 不 通 , 须 另 寻 出 路 . 
解法 1 由 已 知 条 件 有 


x,y,z Є (0,1) (3x - 1)2(3 - x) > 0=10z(3z - 1) > 3(1 + х?)(3х - 1) 


2 
t 1039-0) 
同 理 可 得 
F э узу -1) 
2 
3 1003: -1) 
OO+@+@ 得 


Же»у»г) > glr- D + Gy- 1) + (z = )] = 


Ее жу+:-1)] = 0>f(x,y,z),a = 0 


MRR /(x,y,z) 的 最 小 值 为 0, 当 x = у = z 时 达到 . 
此 解法 非常 简洁 美妙 ,下 面 我 们 再 欣赏 参考 解答 . 


解法 2 考虑 函数 ш) = Су] g(1) 为 奇 函 数 ,由 于 当 4 > 0 时 ,二 + 


Ф 


Ж 
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(0,1) йай, НЯ z(a) = 1/0 + 十) 在 (0,1) 内 递增 ,而 对 于 ,tzE (0,1) Н < n 
时 ,有 

(а = taigli) - g()] > 0 
所 以 对 任意 x Є (0,1), 


*-з)(түа-ш)=% 


+ 

[1 3t э ТЫЗ» -1) 
- 3 3 
同时 ш Fa yD) 

2-2 > бүз: - 1) 
以 上 三 式 相 加 ,有 

f(x,y,z) = 3- i + +z)-3] =0 
О тед t yy ажа 210 у Я 


M= y= z = Ffy) = 0. 


解法 2 是 一 个 有 效 的 好 方法 ,关键 在 确定 函数 f(1) = 1/(t + 十 ), 重 点 在 应 用 
(n - taifa) - f()] =0 ® 
M уо) 为 减 函数 时 ,上 式 反 向 . 
应 用 式 @, 易 将 本 题 推广 为 : 


推广 6 Wx > 0(1 < i<n,2<nEN) 且 满足 x = 1, 求 n 元 函数 P(x) = 
А ГУИ: 
(т) вама. 
略 解 ” 仍 设 关于 1 Є (0,1) 的 函数 为 
Ла) = 1⁄(t + 1) 
那么 (+) 在 (0,1) 内 为 递增 函数 ,于 是 有 


- Уба) - 1] > бэ Ф 
(xi - e s Е „3("%- 1) 
коо = З) TD = was n) 
0) = Ет -D = 0а - n) = 09 
F(x)mn = 
аа = а = 二 时 达到 . 


就 难度 而 言 ,上 面 的 推广 命题 达到 了 IMO 的 程度 . 
-图 - 


AE Ее. ынс 
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与 题 5 题 意 相 关 的 题目 有 许多 ,如 : 

86 HEX x,y,z а + у? +22 = 1, R /(х,у,:) = i = +— +— 
的 最 小 值 . 

分 析 ”我 们 观察 表达 式 /(x,y,z) 的 结构 ,发 现 它 不 仅 形态 优美 ,而 且 具 有 对 称 性 ， 
不 妨 设 


1>®®уз > 0s] l> 


1 
Tas 


Kara) = У “з > з XOX 本 (应 用 柯 西 不 等 式 ) > 
3>)x 区 


和 


Da- 53 Уј 22: 
但 У: < /3272 = (3 


因此 用 此 传统 的 方法 不 能 求 出 fa, y, z) 的 最 小 值 . 
难道 我 们 对 本 题 就 无 可 奈何 了 吗 ?让 我 们 另 辟 新 路 吧 ! 


解法 1 我 们 估计 当 x = y = z = з 时 ,表达 式 f(x, y, z) 取得 最 小 值 ,因此 有 


ж:1(1+%):(1-ж) =1:(УЗ+1):(У3-1) 
于 是 产生 新 的 思路 :注意 到 
4х(1-«?) = 4х(1+х)(1-х) = (2xz). (У3-1)(1+х). (/3+1)(1-х) < 


[2263 - DG +) + ӨЗ + DG = 9] gantian), 


a-e (2) Ф 
等 号 成 立 仅 当 
2z = ӨЗ - DG +) = ӨЗ +1)0(1- ея = 7- 
同 理 可 得 
ө@-›®<(®) @ 
同 号 成 立 仅 当 y = Z. 
aa- < (2) @ 
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е га 
等 号 成 立 仅 当 2 = L. 
O + @+ 四 立即 得 
Kanad = Drp- Эта > [8) X = 35 


х 


BJ (х,у, г) 的 最 小 值 为 3, 当 x = y = z = 1/Y3 时 取 到 . 


解法 2 ”应 用 平均 值 不 等 式 ,有 
220- P = OP- a < [s+] - 


(2)'s 6 a - 2 < (2): 


等 号 成 立 仅 当 эё =1- r= 肯 
3 3 
同 理 可 得 уа - у) < (F) a- (2) 
等 号 成 立 仅 当 y = z = 方 ,于 是 我 人 有 
Bi 3 
fy) Ута н У ә О) (3) = 


3 
EET 
BD /(х,у,:) 的 最 小 值 为 卫 V5, 仅 当 = = y = z = 1⁄3 时 取 到 ， 


解法 3 ”应 用 平均 值 不 等 式 , 有 


2х? s _ 02 Ea 5 ж сй „үз 2 3 
15 t = наде (д з =) = e= ntaa 
等 号 成 立 仅 当 Z5 = жэл W 
同 理 可 得 Из?» > 25 Errar 


等 号 成 立 仅 当 y = z = Luisam 


D(z +)» Zes 25. Уа > эз > D(x- x)= 
i ,yyz) > киенү. = 
-@- 


AAEH 
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>G - x 
f(z,y,z) > зв. 


因此 ,所 求 /(x,y,2) 的 最 小 信 为 二 5，, 仅 当 = = у = z = J В. 


应 用 柯 西 不 等 式 ) > (2122) = 1 二 


解法 4 BEHRA x,y,z E (0,1) 
(x -vs + 6) > 03/32? + 2 > 3V3x->3y3x5 + 242 > 34/33 
зз с 23 (үс pat 
x =з э (1-2) < <r 35 
以 下 同 解法 2. 


以 上 4 种 解法 最 通俗 初等 ,数学 基础 较 好 的 高 中 学 生 完全 可 理解 和 接受 . 由 于 现行 
高 中 数学 教材 已 有 微 积分 初步 ,因此 ,我 们 不 妨 活 学 活用 它 来 解答 本 题 . 


解法 5 我 们 设 
b+c=1 
(a,b,e) = (nə ИАДА Q Pf) = ВАВ) = 
Va ,Nb Ме 


~ 


再 设 关于 t € (0,1) 的 函数 为 g(t) = = 7, 则 显然 5(1) 在 (0,1) 内 是 增 函 数 , 且 其 导 函 
数 


s 2 1 л = l+t 
UN Ui > 0 


因此 g(t) 在 (0,1) 内 为 凸 函 数 ,于 是 有 


gla) + gC) + eb) 238( HH) з) 33. + Ус 


ТБ Асе 


Зуу) = та + т су ы = 


BD /(х,у,:) МАЖ 03, ч х= у= 2 = gea. 


解法 6 设 关于 +: Є (0,1) 的 函数 为 
gG) = 101-0) =J -VË 
则 有 导 函 数 


зл 111.3 
eo = 50) =-1(75 +0) «0 
_Ф 
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因此 gC) 在 (0,1) 内 为 减 函数 ,从 而 f) = 1/g(t) 在 (0,1) 内 关于 上 的 增 函 数 . 
Lla, y2) = (а,Ь,с), Ша+Ь+с = l, H а,Ь,с € (0,1), РЕЖ 


(Зло онко = 1). io- i)e 
лә» alt) 20-008) 
мы) алы 141) 
«ө» «(1)+1лә-4Д1) 
а/а) > Д3) 3а + 2а) -AS)= 
ДД), +®лә-Д1)- 
Туа) > Ле) 


1 
2900) > уа (О) Фф 
但 
g(a)g(b)g(c) = Zabe(1- a)(1- b)(1- c) < 

(s*5a ia - +a D+ oJ Z 
3 š Е 
з 3 

1)y2/ 2\? 22:2 Е 3 

GPI = (65) 029) > 253 @ 


Kasya) = EA = У) = = 
++I 
即 (x,y,z) 的 最 小 值 为 V3, 仅 当 x = у = z = 1/3 时 达到 . 
我 们 刚才 一 气 呵 成 地 给 出 了 本 题 的 6 种 解法 ,但 我 们 意犹未尽 ,再 对 本 题 作 几 点 赏 


析 : 
(1) 从 本 题 的 已 知 条 件 x,y,z > 0 з? + у? + 2 = 1 ,使 我 们 想到 熟知 的 三 角 恒 等 


式 
cot Bcot С + cot Ceot А + cot Асо! B = 1 ® 
(其 中 约定 A ABC 为 锐角 三 角形 ) Їйї = sin Asin Ввіп C ,并 令 

(a2,y2,22) = (cot Beot С, соі Ceot A,cot Acot B)al - х? = у + 2 = 
sin(B + C) cos À _ sin Acos А 
sin Bsin C ` sin A 一 t ү 
У TF z D(a Bcot с) 3 Ba 


sin Acos А 


(cot В + cot C)cot А = 


ЭРЕР ШНЕК HE 
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š cos Bcos C 

те Asin Bsin C +4] Sin Bsin e) ETEN 
sin Acos А 

> [ein Bsin Ceos Beos C) 3 3., 


cos À 


> [en 2Bsia2C) > 35> 


sin 2Bsin 2C sin 2Csin 2А sin 24sin 2B 
cos А + cos B Ы соѕ С > 313 @ 


这 样 一 来 ,我 们 以 本 题 为 出 发 点 ,创造 出 了 一 个 新 的 三 角 不 等 式 @( A ABC 为 锐角 
三 角形 ), 如 果 没 有 本 题 作 基础 , 欲 直接 证 明 式 @, 那 是 颇 有 难度 的 . 

(2) 如 果 将 题 6 中 的 已 知 条件 x? + уг + 2 = 1 改 为 yz + zx + ху = 1, 那 我 们 又 可 建 
立 漂亮 的 : 

结论 3 BER x,y,z 满足 yz + zx + xy = 1,1ЕЖА, p v ЙД А+и+»=1,Ң 
86=1-2(X42+ p? + 02) > 0, 则 有 
tt (a) 
特别 地 , 当 ) = z = v = 二 时 , 式 (a) 化 为 1(x,y,z) > 20. 
ИШ ”由 已 知 有 x,y,z € (0,1) ,于 是 

ш =3- 272 <q3- Уу = 2 
Ах 


1 1 D 
3>] 1-#”1-: 3 >бәР,= 22 > 


设 l> ху > 05713 = 


(5л) [r 23] (应 用 切 比 雪夫 不 等 式 的 加 权 推广 ) > 
[Ое - ан Ap) (应 用 杨 克昌 不 等 式 ) = 
Elte з) =2р > 2/8>(т ^з з)> 
ADU- (05) = 0 ОАА) 
р, > СА + Va ty 
а су: = HA н, з=. 
(3) 进一步 地 ,结论 还 可 以 再 以 指数 方面 推广 为 : 


结论 4 设 正 元 数 x,y,z 满足 yz + zx + zy = 1; 正 系数 ,pz 满足 +A+zn=1 
&8=1-2(А?+ p? + 12) > 0388 а, В, a > 1 В > 0, 


љо + VR + y. (2) (2) 


д А Ра 
Р р 2 t (ү_ y t ü - 2 > 
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显然 , 当 a = В = 1 时 , 式 (b) 化 为 式 (a). 
WE ”注意 到 a > 1> 8 > 0 及 x*,y,zE (0,1) ,首先 应 用 寡 平 均 不 等 式 有 


В 
>a < | Жо 2) = 3!-8(3 - D2) < 31-8(3 — Sya) 
3(3) = Da- @ 


设 ш ас е, 


1 1 
2)6 (1 _ 2)? > T уе 
Р (а) = >) es Te тэ z (2222)2) т зур ПЕР. 
Го] - 214?) >)(уа)°12) УЭ тзв = 
OVID гру > 


з žr). у; А а-а) 
8 ( 3 |> Элине зур * Š 3 E тлу 
s я 


BIr УМ - 2 . У) > /8 . 3° (DVi fa 


a- "p> 
касса)" 
等 号 成 立 仅 当 > = y= = Аиса = 


(4) 还 有 一 个 纯粹 的 指数 推广 是 : 
结论 5 HEX x,y 满足 x? + уг + 2 = 1; 正 指数 ,8 满足 c + B > 2, 则 有 


га 3 a)’ .30- 叶 8 
Ра) =т= у *{т-у# {т-ду 2 (24) I O 
特别 地 , 当 a + В = 2 时 , 式 (c) 简化 为 
Pap) > [2 5) 


1 
3: 


证 明 ”由 于 


10да Dy Угур» 


Ga еы (PP „(ЖШ 
Р(а,В) > [2 5) 2-8 


-8 
=% 


等 号 成 立 仅 当 x = у = 
-@- 
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(5) 相应 地 ,还 有 一 个 拓 广 是 : 
结论 6 ” 设 正 数 x,y,z 满 足 x? + у? 22 = 1, ЖА, н, > 0, 指 数 a > 0,a + BË > 
1, 则 有 


n У а „ (33) (G30 (O 
特别 地 , 当 取 a = 0,8 = 1 时 , 式 (d) 即 为 
5 g “а ) > 338 (e) 
其 中 
Ó = pv + vÀ + Аи @ 


RE 设 9=a+B>1, 由 于 


(.- 全 (Зх +2) > 05 x(1 х2) < 52 => (az э)” a 


GADA (Фа в o 


其 中 
РЕП Se в 
1 DIEVEN- sd) зел gao seen 
等 号 成 立 仅 当 
zy 
(6) 最 后 ,我 们 建立 如 下 推广 了 的 多 元 不 等 式 : 
结论 7 ШЕЙ, О < n € N) 满足 x = 1,0,a,8 均 为 正 数 , 且 满 足 


条 件 + 00/( n - 1) > 1, 则 有 
п@+#-а) 


> тзн TE A > (m1 (£) 
ШЖ ЕМДЕУ = Уа = 1(k > 0), 由 于 
noa _ _ хз (bt 
2 A-a) > U - (xE ]8 
因此 , 式 (9) 右边 作 置换 
ao (8.2) 
得 到 
а n't- 
> ур (8) 
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相应 地 ,已 知 条 件 а + 00/( n - 1) > 1, 变 为 
+ G8/k(n -1) >1 


特别 地 , 当 在 式 (f) 中 取 Ө = B = 1 时 , 式 (f) 简化 为 
TER 


(h) 


其 中 a 满足 arzh > isa 222 
这 便 是 20 世纪 一 位 国外 数学 专家 建立 的 结果 . 式 (h) 特殊 的 地 方 在 于 其 指数 amin = 
а= s= € (0,1) ,而 按 常规 的 方法 一 一 应 用 柯 西 不 等 式 或 切 比 雪夫 不 等 式 , 则 必须 amin = 
ое = 1. 因 此 ， ROT ATERN PAR > и 范围 ,达到 了 推广 的 目的 . 
特别 地 , 当 n = 3 时 ,在 式 (h) 中 取 а = з=? = 十 , 便 是 题 6 的 情形 . 因此 , 题 6 是 式 (h) 
的 特例 , 式 (h) 是 题 6 的 背景 ,而 (f) (g) 均 为 式 (h) 的 推广 . 

证 明 RERO) 左边 为 P,, 再 记 


bi = а А) Т РОА) < 


(1- ж) + 7- 110 - 1) (+7) 


лб -1 =. Ë (D) 
1+ эһ < (2 n? ) 
型 -1 
又 设 
а = [0 – De] = (п - TB- -af @ 
其 中 
ф= а + >1 @ 
+E 
эы аё “a i 
= 000-49 22 > 0) Ы 
其 中 
g Жүл пб" -DVR 
кее (a) =( @ 


再 应 用 军 平 均 不 等 式 ,得 
[zJ [1] = м ® 


п 


四 ,四 两 式 代 入 式 @ 即 得 


AAEE EE 
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等 号 成 立 仅 当 x1 = xx = … = zx = 


为 了 加 强 自身 的 实力 ,不 希望 елин. 我 们 自 编 新 题 : 
87 HEX a,b, omet T F +2 <6, WA 
1 1 
аа КУЛЛА" Ме +1 
分 析 。” 本题 的 已 知 条 件 颇 显 特别 ,而 要 求证 明 的 式 (S) 左边 是 三 个 分 式 和 ,分 式 根 
式 内 的 各 字母 a, b,c 的 指数 均 高 达 3, 可 见 欲 证 本 题 ,只 能 巧 取 ,不 可 强攻 . 
证 明 RITE 


5 = ЕСЕ (=) + (EV (2) 202. b+ e) = 


>1 (5) 


b a 
IS) (8)? 2а + № + 2) > Уа? +227a2 = з >а?» 
24° < 才 ? <12 Ф 
等 号 成 立 仅 当 a = b = с = 2. 
又 因为 
2/а?+1=2/ (а+1)(а2-а+1) <(а+1)+(а?-а+1) = а2+2— 
1 Е 2 @ 


Ма +12 а +2 
等 号 成 立 仅 当 a - a + 1 = а + 1а = 2, 同 理 可 得 


1 е 2 1 s 2 @ 
Ма ASP +2 


@+@ 
> 


>2 = 应 用 柯 西 不 等 式 ) = 


1 
Ма +1 УЕ >. 


Fr Te” > тиге = 1( 应 用 式 @) 


MRD 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a = b = c = 2. 
(1) 细 党 上 述 证 法 可 见 , 本 题 的 难度 和 妙 度 与 IMO 试 题 基本 相当 ,如 果 再 从 系数 和 指 
数 上 去 推广 它 , 那 就 更 加 妙 不 可 言 了 : 
推广 7 BEM a,b eME + 各 + b < 6,4,4,0,0 为 任意 正 数 , 则 有 
(+ + ty + à pav (ро + ад + Ам) (Т) 
_Ф 


Р@ = 
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显然 , 当 4 = = "及 0 = > 时 , 式 (T) 立刻 化 为 式 (S) .可 见 ,我 们 新 建 题 7 是 “ 醉 翁 之 意 
不 在 酒 ”, 而 其 本 意 是 欣赏 式 (S) 的 “水 色 山 光 "一 一 看 到 秀美 的 式 (T). 
证 明 ”应 用 前 面 的 结论 有 
а?+2>2У a + 1—э(а? +2) > 4 (а? + DS бту > саве 
16° 


TO = У ритор > ir 


60. GDY og И 
16 DIG +2)(b? + ppo ЛБ) = 
„-1-у— 28126 РЧ 
[>](а?2 + 2)(Ь? + 2)]# “ 

— 2 (应 用 三 元 对 称 不 等 式 ) = 

HE + Dp 

3 x 3624 x 362 

LX (a? + 2)]® "тә +6)]% > 


ga = 31-9 5700) > 3 


P,(0) = È: terp > 2( OÐ „ЗОНА ) > 
2131-40 (pv + À + ой 
即 式 (T) 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 a = b = c = 2 及 ) = рео. 
回首 展望 ,本 推广 具有 特点 :第 一 ,已 知 条 件 奇异 独特 ,结论 式 (T) 既 美妙 又 高 雅 ; 第 


ШЕВА НИГ, “К”, EE RET”. 
(2) 如 果 我 们 设 a; > 0(i = 1,2,…,n;2 < п € №, А8 


a. 2 > (al а ](а1+2) > PTL Ca? + DI2( 应 用 赫 尔 特 不 等 式 ) > 
rila +1 w) 
等 号 成 立 仅 当 a; = 2(1 < i < n), RU) 也 是 一 个 不 错 的 结论 . 
(3) 如 果 我 们 再 设 A; > 0(1 < i < n), Èa < 4n, EA 


arzav 1з ыр >; 2 әм = У 0 > Pe = 
ADV} “x= x > REOL 
Уа +2) Da +2һ > 4п +2 
с) 
n 


Ру a (v) 


= 
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等 号 成 立 仅 当 ai = 2(1< i < n), Hà = à> = "= = An 
式 (V) 也 是 一 个 有 趣 的 结论 . 虽然 我 们 刚才 建立 了 (S),(T),(U),(V) 四 个 不 等 式 ， 
但 是 “最 美 不 过 夕阳 红 ,温馨 又 从 容 ”, 还 是 式 (T) 最 漂亮 . 


8 


我 们 再 欣赏 如 下 妙 题 : 
题 8” 设 正 数 a,b,c 满足 ab + bc + ca > 3, 求 证 : 
(а5 – a? + 3)(Ь5 - b? +3)(c5 - è +3) >27 (W) 
分 析 ”观察 式 (W) 左边 ,结构 既 对 称 紧 凑 又 复杂 庞大 , 如 果 将 左边 去 括号 整理 配 
方 , 那 麻烦 使 人 望 而 生 晨 ,但 左边 三 个 括号 内 的 常数 均 为 3, 其 积 恰好 是 右边 的 值 27, 结 
合 已 知 条 件 ,我 们 猜测 式 (W) 取 等 号 的 条 件 是 
ab + bc + са = 3 
Са С е ыы, 
因此 ,我 们 可 尝试 如 下 : 
证 法 1 由 于 (a? - 1) a - 1 同 号 ,因此 
а-а +3> a +2 
(а? – 1)(a?'- 1) > бәү Те 2+3 > Е 
š co-cz+3ac+2 
р = [10а -a +3) > ][](а?+2) = (а®+1+1)(1+5°9°+1)(1+1+%) > 
(a + + c)3( 应 用 赫 尔 特 不 等 式 ) > [3(ab + be + са)??? > 
(3 х 3)32 = 27( 应 用 З 元 对 称 不 等 式 ) 二 [|(a - o + 3) > 27 
等 号 成 立 仅 当 a = b = c = 1. 
上 述 证 法 先 推出 os - a? + 3 > а? + 2 是 关键 ,然后 将 а? + 2,0 + 2,c3 + 2 进行 巧 
妙 地 错位 排列 ,应 用 赫 尔 特 不 等 式 得 出 P > (a + b + c)? 是 技巧 ,最 后 应 用 3 元 对 称 不 等 
式 直通 彼岸 是 自然 . 本题 也 可 用 比较 法 证 明 . 


证 法 2 由 于 
(a5 - a? +3) - (a? +2) = а – а-а? +1 = a3(a2 - 1) – (а? - 1) = 
(a2- 1)(a2- 1) = (a – 1) а +1)(a° + a +1) > 
05a – а +3 > а? +2 
以 下 步骤 同 证 法 1. 
以 上 证 法 1 显得 非常 简洁 , 它 启发 我 们 将 式 (W) 从 3 个 元 数 推广 到 多 个 元 数 的 情形 . 
HEP 8 设 正 数 ol ,oz,…,an(3 < n € N) Й S, = azaz an + ajaz an ++ 
атаза, > n, 指 数 m > 0, 则 有 


Па" = а? + п) > n" (x) 
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特别 地 , 当 取 m = 3,m = 2 时 , 式 (X) 等 价 于 式 (W). 证 明 式 (X) 有 一 定 难度 ,不 仅 要 


应 用 赫 尔 不 等 式 ,而 且 还 须 应 用 . 
引 理 。 对 于 n PEX a, a, an A 


22% ыан 
Ела (2) 
对 于 上 式 ,大 家 可 用 数学 归纳 法 证 明 ( 还 可 以 加 细 成 一 条 漂亮 的 不 等 式 链 ). 现在 我 
们 证 明 式 (X). 
证 明 ”由 于 
тал а +п > а + п - 1 


(an – 1) (а - 1) > O(1 < í< п)ља 
Р, = Га" -a + п) > Га? + п-1) = 
гл 


гл 
(aog+1+…+1)(1+as+1+…+1) (Те Т ал) 


(应 用 赫 尔 特 不 等 式 ) > Са = жы 3 


m(S T звя), > 


n 
等 号 成 立 仅 当 ol = ax = … = a, = 1. 
9 


如 果 将 数学 比 做 广阔 无 边 的 宇宙 ,那么 名 题 妙 题 就 是 银河 中 的 星星 ,有 的 光芒 四 射 ， 
有 的 却 形态 万 千 ,如 下 题 就 是 银河 里 票 飞 的 一 条 彩带 : 


Шо HEX x,y 满足 x + y = 1, 则 有 
3 < (к^, 
x 


x x 
Aep ty S mi ые! x za 
16( х? + у? + x= + ә 
9 * y 
观察 式 (Y) ‚ЛЕШ ЖЕЕ “ЖОЙ”, ЖКГА. KIERRE , HLERA F +. 如果 按 常 
规 方法 从 左 到 右 (或 从 右 到 左 ), 步 步 紧 逼 , 那 将 “ 翻 山越 岭 “万 时 长征” 经验 告诉 我 们 ; 
征服 长 龙 ,得 用 利 剑 将 它 拦腰 斩 断 ,然后 各 个 击破 , 方 可 取胜 . 


证 明 ”第 一 步 : 先 证 明 

上 式 左边 анун Ты GT рни 
_ £: 

2 


1+ 0+0 1+4 = 
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即 式 QD 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 x = y = су. 


第 二 步 :再 证 明 
К. ЖЕ. | 
+ у? 2+у& 3 ° 

А и 1 
设 t= ay = (=) =4=0 <:t<+4 
H 人 

m +y = 1-30 ló + у = 55-5: +1 
又 式 @ 等 价 于 


ala? + y) + у(а®+ у?) < (ә +02) + (а + у?) + ayla? + у?) < 
HACET + (ау)? + (zy)3]e(1+30) + (1-20 < 


$ee -51+1) + P + Ple 


813 + 5402 -34t + 5 > (Ëk m = 4: € (0,1])ə 
m? + 27т? — 68m + 40 > 09 
(m -1)(т? + 28m - 40) > 0 @ 
-1<т-1<0 
由 于 人 
即 式 @ 成 立 ,从 而 式 @ 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 m = 1st = TƏz = y = су. 
第 三 步 :注意 到 
Габа? + у?) + yG + 2) - [z(a + у?) + уба? + у3)] = 
(z - у) (а? + у?) - (а? + у2)] = 
= (х = у) 1092 + зу + у2) - (а + y)] =- (x - y) [(х + у)? ay = (x + y)] = 
= (x - у) (12 - xy - 1) = zy(z - у)? > 05 
ala? + у?) + уба? + у?) > х(а3 + у?) + у(х? + y')= 
“зу уту зга @ 
ба A tui © 
最 后 ,综合 上 述 三 步 ,将 式 @ ~ © 连接 成 “一 条 龙 ” 就 是 式 (Y), 等 号 成 立 仅 当 


工 
z = y = 7. 


回顾 上 述 证 明 使 我 们 体会 到 : 当 我 们 遇 到 复杂 的 题目 时 一 定 要 沉着 冷静 , 见 机 行事 ， 
千 万 别 在 “临战 ” 前 就 乱 了 “ 阵 局 ”, 因 为 “狭路相逢 ,勇者 必 胜 ”. 
Жж (1) 本 题 是 笔者 自 编 的 一 个 代数 不 等 式 :如 果 设 


x = co20 к 
{ pE (0,7) 


tm - 1) (т? + 28m -40) > 0 


y = вш? 
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那么 我 们 又 可 将 式 (Y) 转化 为 一 个 奇异 的 三 角 不 等 式 链 . 
(2) 我 们 能 否 将 式 (Y) 从 指数 方面 推广 为 : 
猜想 : 设 正 数 +, 满足 ++ y= l,m,n € М,Н m > n, 是 否 有 (其 中 > 0) 
m+ +“ „каг + эзет p geia s 


x x 
202" + 22 (= с к) 
20" + 2%(. = t= ) 
显然 , 当 m = 3,n = 2 时 , 式 (Z) KARY) 成 立 .为 此 ,我 们 作 差 
Р(х,у) = (a, У) + (ат + y") — Га (ат + у") + уба" + y")] = 
(xt р) От уп) (ат - y")] = 
(х - у) (ә - y)D(z,y) © 
FS t = y/x > 0, 有 


(2) 


Р(х,у) = A(z,y) - B(x,y) Ф 
а = у ре p дул-2 у"! 
В(х,у) = al лз, у. зу? + уча 


即 
ее = (ltt piy 
B(x,y) = (Те mol) $ 
注意 到 аъ ыкы 
т> n>0. 
有 
(х,у) > "I(T + r+ + Fm) - 5! A(12 e+ 0 + m!) = 
- (m + n, ... + e @ 
及 


Р(х,у) < а (еж "у-уу, у... 11) = 
(E т) (ае ES @ 
从 四 ,四 两 式 不 能 断定 D(x,y) > 0, 因 此 不 能 断定 Р(х,у) > 0, 从 而 不 能 断定 (Z) 对 任 
意 m > n(m,n € N,k > 0) 恒 成 立 .希望 大 家 提供 更 好 的 判定 方法 . 
(3) 如 果 我 们 将 本 题 已 知 条 件 x + у = 1 改 为 x + y = 2, 那 么 式 (Y) 也 “随波逐流 ” 


Е +, <-—#&,—›_ Ièr 32+ уз 
Petr Sataa = t y )< 
2 3 2 
Ёге) w 


从 外 观 上 看 , 式 (Y) 与 式 (Y,) 的 结构 相似 ,但 从 顺序 上 看 , 却 不 相同 ,其 证 法 与 式 (Y) 
相似 . 
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(4) 如 果 我 们 将 式 (Y) 的 已 知 条件 x + y = 14A xy = 1, 则 有 结论 : 
а, h, y 为 正 数 , 且 a > y,WJ 
РА £ 

рерната зру 

ERWAN) 左边 为 7, 由 于 
ав (а#*7 + T) = (xp — 1)(з77-1) ә Оа + 1> + ?> 

#7 у fer жу? 
жду P + (xy) а? + (ху) T 
P + ду #*7 +277 

тар “ йүү < 


(Ү;) 


Т= 
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费 马 点 与 数 奥 名 题 


REF 


1978 年 陕西 省 中 学 数学 竞赛 决赛 附加 题 是 : 

题目 ( 费 马 ) i AABC 的 内 角 均 小 于 120, 为 其 内 部 一 点 , 且 满 足 人 BPC = 
Z CPA = 人 4PB = 120,M Ў) АВС 内 任意 一 点 ,求证 : 

MA + MB + MC > PA + PB + PC (A) 

其 实 ,许多 数 奥 书籍 上 都 有 此 名 题 , 且 满足 题 设 条 件 的 特殊 点 Р, 在 趣味 几何 学 上 ， 
人 们 通常 称 其 为 费 马 点 .从 美学 上 讲 , 由 于 式 (A) 外 观 姗 娜 苗条 ,因此 它 是 具备 美的 三 要 
素 ( 简 洁 美 .对 称 美 .和 谐 美 ) 的 线性 几何 不 等 式 , 故 不 等 式 (A) BRAO .久负盛名 , 深 受 
广大 读者 的 喜爱 . 


1 ， 漂亮 证 明 


由 于 式 (A) 是 优美 的 趣味 线性 几何 不 等 式 ,因此 人 们 均 
用 几何 方法 证 明 它 . 
证 法 1 如 图 1, 分 别 过 4,B,C 作 Ph,PB,PC HER 
并 交 于 D,E,F 三 点 , 则 
АРВ = BPC = Z CPA = 120-5 
ZD = ZE = ZA = 6 
DE = EF = FD = a( 边 长 ) 二 
2Sapgr = а(РА + РВ + PC) Ф 


25 двр < аМА + аМВ + аМС = а(МА + МВ + МС) © 
МА + MB + MC > PA + PB + PC 
等 号 成 立 仅 当 M = P. 
这 种 证 法 巧 作 辅助 线 DE , ЕЕ, FD ,构造 正 人 DEF, 再 巧妙 地 应 用 正三 角形 的 特殊 性 
质证 明 . 此 证 法 显得 简捷 明快 ,异常 轻松 . 


证 法 2 ”如 图 2, 以 BC 为 边 作 正 A BCD ,并 作 ABCD 的 外 接 圆 ,联结 AD XAF P, 
则 P 为 费 马 点 , 设 BC = CD = DB = a, 用 托 勒 密 定理 有 


AEH НЕ 
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РВ. CD + PC - BD = PD - BCƏa · PB + a + PC = a * PD=PB + PC = PD 
(1) í M € BC B M = РЕ, Ж 
[и MC = ир 
PA + PB + PC = РА + PD = AD” 
МА + MB + MC = МА + MD > AD> 
МА + MB + MC > PA + PB + PC B. 
~ г 1 
(2) í M é BC 时 ,由 托 勒 密 定理 有 [M lJ Z 
МВ. CD + МС · BD > BC - MD» | | 
a- MB +a- MC > at МО À 


МВ + MC > Мр N NAD Z 
МА + MB + MC > MA + MD > AD 人 学 一 
同样 可 得 结论 . 
在 平面 几何 学 中 , 托 勒 密 定理 地 位 显赫 ,用 处 广泛 ， 图 2 


“乐于 助人 ”, 证 法 1 巧 作 正 ADEF ,证 法 2 则 巧 作 辅 圆 ,在 托 勒 密 定 理 的 帮助 下 漂亮 地 证 
明 式 (A). 


证 法 3 ИЗ, ЕК ВР 到 K, 使 4 
РК = PC， 联 结 KC, M| 和 BPC = 
1202-5 СРК = 6P— A PCK 为 正三 角 A 
形 一 PC = KC. AAA 
再 延长 PK 到 及 ,使 KR = РА, Ей o f 


/ 
RC, 在 入 PC4 Ж АКСЕ th Z eN 
PC = KC —— Y 


[гоч = LCKR = 120 一 


РА = KR 图 3 
АРСА L КСЕ (а = CR 
(SAS) {РСА = ZKCR 


再 以 MC 为 边 作 正 A МСО, ЖаН ОК, A ОСЕ У А МСА 中 ,MC = 0С, СА = СК, 
而 
Z MCA = 人 PC4 + LMCP = Z KCR + (Z PCK - 人 PCO) = 

Z KCR + Z 0СК = Z ОСК 
айы, asy ома = QR» 
MA + MB + MC = QR + MQ + MB > BR = 
PB + PK + KR = PA + РВ + PC 
MA + MB + MC > PA + PB + PC 

本 证 法 是 传统 的 综合 证 法 ,连续 作 了 3 次 辅助 线 ,步步为营 ,直达 彼岸 .虽然 本 题 是 
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典型 的 几何 名 题 , 但 是 我 们 还 是 可 用 非 几何 方法 来 证 明 它 . 


证 法 4 如 图 4, 设 全 4BC 的 三 边 长 为 依次 为 a,5,c, 面 
FH A, LAMB = a ,Z BMC = В, 2 СМА = Y, PA, PB, PC, 
МА,МВ,МС 依次 为 p,q,r,x,y,z, 因 人 APB = / ВРС = 
Z CPA = 120 ,在 A РАВ 中 应 用 余弦 定理 ,有 
єс? = р + ф + pq 

|, 


c? = р? + q? — 2рдсоз i - О 
@ 图 4 
Ха = 2220 + Dar 
x 
Аза Ашен Sawa Sau S СЫ pgsin 120 = 
BE sla = 3(qr + m + pq) @ 
[@+@] +2 >)а* + 2 ña = (Јр) @ 
x 
122 = 12702 + # - 2yzeos В) = 2222 - D yzeos B @ 
H 
А = Z > ysin 852/34 = (37 yasin В @ 
@+@ə 12 +204 = Xe +2) rl- Leo в + Bain p) 2 
Dr + 227 yzcos(8 - 120) < 272 +20] = (515) 
122 +234 < (Уух)? ® 
h OO (© > (ур)эх+у+:эр+ф+г 


等 号 成 立 仅 当 a = B = y = 1W@M = P. 
本 证 法 的 特点 是 :(1) 代数 代 换 ;(2) 三 角 运 算 ;(3) 巧妙 
配方 ( 且 未 添 一 条 辅助 线 ) .因此 , 倍 显 标新立异 ,别具一格 . 


证 法 5 如 图 $, 设 PA = р,РВ = q,PC = r,MP = ~ 
r >0,ZMPB = 0 € [0,120], W ZMPA = 120 - 0, , Z У 
МРС = 120 + 0. 

分 别 在 AMPA, A МРВ, A MPC 中 应 用 余弦 定理 ,并 设 m3 


С. 
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МА = A(t) = V р? + t — 2ptcos( 120 - 0) 
MB = В(1) = V 4 + 2 — 2qtcos 0 
MC = C(t) = V r? + 0 — 2rtcos(120° + 0) 
S(t) = МА + MB + MC = A(t) + B(t) + С(ї) 
于 是 有 А(0) = p,B(0) = 4,С(0) = r,S(0) = p + 9g+r. 且 S(i) 为 连续 单调 有 界 函 
数 ,具有 唯一 的 驻 点 和 极 值 . 对 S(:) 求 导 得 


P t — pcos(120Pp - 0) _ t- qcos 0 2 – rcos(120 + 0) 
5005 Аб) EBUN T с) 


1 1 1 L- (120° — 0) ]2 
500 =I ROTO AD - 
(t -= gcos 0)2 [: – rcos(120° + 0)Ë 
B) ~ C(t) 


由 于 S'(0) = - 100 %0120 - 0) -Boe 0 — goje + 0) = 
— [cos(120 — 0) + cos 0 + cos(120° + 0)] = 
— (2cos 120°сов 0 + cos 0) = 
— (— cos 0 + cos 0) = 0 


1 1 1 cos(120 — 0) ]2 сов 0)2 
so = 而 + 00у + ебу – О АМ 07 o = 
гсов(120 + 0) 2 区 
C3(0) 
1 1,1 _ co2(120 -0) cos0 _ со (120° + 0) _ 
р Р p q г 
віп (120 – 0) $ вїп?@ + sin? (120° + о [5090 =0. 
r S"(0) > 0 


Р 4 
因此 上 = 0 是 函数 SC) 的 唯一 驻 点 ,所 以 
S(t) > 800) = S(0) = p + q + r=MA + MB + MC > РА + PB + PC 
等 号 成 立 仅 当 上 = 0M = P. 
本 证 法 应 用 余弦 定理 巧 设 函 数 ,给 人 耳目 一 新 的 感 
觉 . 


证 法 6 如 图 6, 设 PA = р,РВ = q,PC = т,ДР 
为 原点 , РА 所 在 直线 为 y 轴 建 立 直角 坐标 系 . 则 А,В,С 


的 坐标 为 4(0,P),B(- Ba, - а), cr -十 ), 又 


Ж М(х,у). 
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МА = А(х,у) = V x + (y - р)? 


МВ = В(х,у) = J (x EERE (y + 24) 
MC = С(х,у) = JJ (х - 2,9, (+ r 


S = f(x,y) = МА + МВ + МС = A(x,y) + В(х,у) + C(x,y) 
则 有 4(0,0) = p,B(0,0) = 4,С(0,0) = r,f(0,0) =p+g+r 
ËB. S = f(x,y) ЖЖ х,у 的 连续 单调 有 界 二 元 函数 ,有 唯一 极 值 驻 点 . 
现 分 别 对 х,у RFF 


„+ _ 5, 
24: Еч 


x 
S) = деу) + В(х,у) + Cy) 
1 1 
7y+79 Y+ 
Sp. саа УЛ 
Sly) = A(x,y) + B(x,y) + CG, y) 


2 


Je(x,7) = 1 十 1 + 1 -P ` рз ` mG 
А(х,у) ° B(x,y)™ С(х,у) 43(xz,y) B(x,y) (x,y) 


дз Í 1 =) (+14) (y + 2 r 
L9) = азу) + Bley)  C(xz,y) ° Аду) Blay) ~ Cly) 
Ща = y =0 时 


3, Үз 
пою = 29-27). 
4 г 
Ly 15 
=р,2*,2_ 
00тен 0 
УЗ ү УЗ у: 
Q ^ч 090 б” 1 1⁄4 si 
f0, р: $ > e` r = p t AAT 
1 y (i 
1 11р GY GË 31 1 
AO 5 E = 4(g * r) 0 


因此 P(0,0) 是 二 元 函数 S = /(х,у) 的 唯一 极 值 驻 点 . 故 
S = f(x,y) > /xy)mn = f(0,0) = p + q + r= 
MA + MB + MC > PA + PB + PC 
等 号 成 立 仅 当 М(х,у) = P(0,0). 
与 前 面 几 种 证 法 相 比较 ,证 法 6 虽然 较 难 ,但 巧 建 坐标 ,启发 思维 ,富有 新 意 . 


AREER 
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2 ”名 题 初探 


本 题 的 题 设 条 件 是 A ABC 的 内 角 小 于 120 ,如 果 改 为 最 大 角 тах(А, В,С) > 120 

时 ,从 证 法 2 可 知 ,结论 变 为 
МА + MB+ MC < РА+РВ+РС 
如 当 ZA > 120 时 
РА + PB + PC = АВ + АС 

式 (A) 告诉 我 们 :内 角 小 于 120 的 人 4BC 所 在 平面 上 的 点 集中 ,只 有 A ABC 内 的 费 
马 点 到 三 顶点 的 距离 之 和 为 最 小 . 

通常 ,人 们 又 把 费 马 点 叫做 三 角形 顶点 距离 和 最 小 点 .如 果 在 未 知 费 马 点 的 情况 下 ， 
可 以 通过 分 析 和 几何 作 图 并 严格 证 明 的 方法 作出 最 小 点 P. 其 中 证 法 2 中 的 辅助 线 做 法 
就 是 其 中 之 一 ,总 计 起 来 约 有 六 种 之 多 , 如 舒 拉 特 长 法 、 李 汉 丰 法 、 巴 克 纳 法 、 史 且 纳 法 
等 .特别 是 单 坪 老 师 在 (几何 不 等 式 》 一 书 中 介绍 的 方法 最 有 趣 . 

Ë S = РА + РВ + PC,P 为 所 求 费 马 点 , 则 对 
和信 4BC( 内 角 小 于 120?), S 为 定 值 ,于 是 PA 与 PB + PC 均 
为 定 值 常数 .于 是 我 们 可 以 4 为 圆心 ,R = РА 为 半径 作 
圆 4, 以 B、C 为 两 焦点 作 椭圆 ,与 圆 4 的 切 点 即 为 费 马 点 
P, 如 图 7 所 示 , 由 椭圆 的 光学 性 质 有 人 1 = 人 2, 其 中 1 为 
点 处 的 公 切 线 , 于 是 易 知 

£1 = Z2=>ZAPB = LAPC 

同 理 可 推 得 一 BPC = 2 СРА, APB = 人 BPC 
于 是 ДАРВ = LBPC = Z CPA = 120 
这 就 是 点 P 应 具有 的 特性 . 

还 有 一 种 费 马 点 的 简 妙 做 法 为 : 

分 别 以 边 48,4C 向 外 作 正 AABD, 
全 ACE ,联结 BE, CD 交 于 点 已 , 则 已 即 为 所 求 
的 费 马 点 . 

证 明 i ZXBAC = 0 € (0,120), 则 
LBAE = рч! Z ВАЕ = Z CAD ) 

= 


LCAD = 0 + 61 АВ = Ар,АЕ = АС 
ABAE 2 АСАР 图 8 
(SAS) 
Z2=-⁄2 
Я 
[з 2 Zial, P, B,D) S(A,P,C, E) 938 = 


ДАРВ = LAPC = 180 - 6 = 120 一 人 4PB = 
LBPC = Z CPA = 120 
大 家 知道 ,人 4BC 的 外 心 0、 内 心 LEd HED 6 历来 是 人 们 研究 的 重点 ,再 结合 
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费 马 点 已 ,通过 探 研 , 有 结论 
СА < ү 32; СА? 
Ун: Хи «|2 < >o (в) 
УНА < y3), СА? 
这 一 美妙 结论 在 本 书 2008 年 .第 二 辑 (竞赛 卷 ) 中 的 《“ 五 休 金 花 " ,如 何 排队 》 一 文 
里 可 见 . 


з ”加权 推广 


我 们 知道 ,许多 美妙 的 代数 不 等 式 和 三 角 不 等 式 都 可 以 从 系数 方面 进行 加 权 推 广 ， 
其 实 ,许多 优美 的 几何 不 等 式 也 具有 漂亮 的 加 权 推广 .本 篇 的 费 马 不 等 式 就 是 如 此 . 
推广 1( 史 坦 纳 ) 设 P 是 公 4BC 内 一 点 , 且 满 足 
sin СВРС - sin <CPA _ sin Z APB ° 
В y 


则 当 M 为 AABC 内 任意 一 点 y > 0 时 ,有 
аМА + ВМВ + УМС > аРА + ВРВ + yPC (С) 
显然 ,在 式 (C) 中 , 当 a = В = Y 时 ,有 人 人 BPC = ZX CPA = ZAPB = 120,5 Р ВП 
为 费 马 点 , 且 式 (C) 化 为 式 (A). 

本 身 式 (A) 就 妙 不 可 言 , 那 推广 后 绝 美的 式 FQ. 
(C) 就 趣味 无 穷 了 . 自然 , 绝 美的 定理 一 一 史 坦 纳 
定理 ,有 优美 的 证 明 . 

证 明 ”如 图 9, 过 4,B,C 分 别 作 P4, РВ, РС 
HER, 这 三 垂 线 构成 ADEF, W(D,B,P,C), 
(E,C,P,A), (F,A,P,B) 均 四 点 共 圆 ,， 那么 
ВРС = x - Z D,Z CPA = n - (Е, АРВ = 
z- ZF, 

sin BPC _ sin Z CPA зіп АРВ 


а ` в Е y: t 图 9 
sinD _ sin E _ sin F 
а ВиО ° 
1 A DEF 中 , 依 正弦 定理 ,得 


EF _ Ер _ 
sin D © sin E © sin F 
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Sapir = Saser + Sareo + Sapa = 2 (EF - PA + FD ` PB + DE ` PC) = 


Kapa + ВРВ + YPC) © 
而 
ElaMA + PUB + УМС) = + (EF - МА + FD - MB + DE ` МС) > 
Samer + SAMDF + Samoe = SADEF © 
h O AOH 
Кама + BMB + УМС) > (аА + BPB + yPC)=aMA + ВМВ + УМС > 
аРА + ВРВ + УРС 
等 号 成 立 仅 当 М = Р. 
上 述 证 法 使 人 惊叹 不 已 ,拍案 叫绝 .但 是 , 史 坦 纳 毕竟 是 人 ,而 不 是 神 ,他 是 怎样 发 现 
这 个 绝 美的 定理 的 呢 ? 


许多 美妙 的 问题 我 们 不 要 急于 结尾 ,而 要 善于 寻根 逆 源 ,回首 反思 .就 本 定理 而 言 ; 

(1) 即 满足 条 件 @ ,又 能 使 式 (C) 恒 成 立 的 ‚8, y 必须 满足 什么 条 件 ?难道 仅仅 有 
a,B,Y > 0 就 足够 了 吗 ? 

(2) 本 定理 有 何 实用 意义 呢 ? 下 面 的 题目 可 以 告诉 我 们 . 

ШВА 设 在 一 平原 地 方 有 А,В, С 三 个 村 庄 (不 在 一 条 直线 上 ), 分 别 有 p,q,r 位 学 
生 要 上 学 , 问 p,q,r 满足 什么 关系 时 ,可 在 ААВС 内 找到 一 处 合理 的 建 校 基地 ? 

粗略 一 想 , 也 许 有 人 会 毫 不 思索 地 回答 : 建 校 基地 应 当 是 A ABC 内 的 费 马 点 已 ,或 
ААВС 的 重心 点 6, 或 外 心 点 0 ,或 内 心 点 7, 或 垂 心 点 及 .如 此 严肃 的 问题 ,答案 是 唯一 
的 ,最 优 的 .如 果 你 是 一 位 建筑 承包 商 , 若 能 确定 出 最 合理 的 建 校 基地 ,那么 你 就 可 以 夺 
标 建 校 . 

解 (1) 如 果 м 为 理想 的 建 校 基地 ,那么 4,B,C 三 个 村 庄 学 生 走 的 总 路 程 

S = рМА + qMB + rMC 

取 最 小 值 . 

根据 力学 平衡 原理 ,制作 一 张 三 角形 桌面 48C ,使 A ABC 是 按 三 村 庄 4BC 按 比例 缩 
小 而 成 的 相似 形 , 今 在 A, В, C 处 依次 悬挂 重量 为 p NEI) g N、r N 的 物体 ,再 用 细 线 
将 它们 联系 在 一 起 ,如 图 10 所 示 , 当 它们 静止 平衡 时 ,三 线 交 结 点 M 即 为 所 求 . 

ФЕ BA' // MC, CA' // MB, B. ВА' f) СА' = 4 , 则 MB4'C 是 平行 四 边 形 , 且 4,M ,4 
三 点 共 线 , AM = МА'. 

it Z BMC = 01, 人 CMA = 0,,ZAMB = 03, 在 个 MBA' 中 ,人 MBA' = 180 – 01, 
ВМА' = 180 - 03, 了 BA'M = 人 A'MC = 180 - 9, 应 用 正弦 定理 有 


р z q 2 г к 
sin(180°— 01) 7 sin(180 – 02) ` sin(180° – 63) > 
sing _ sin _ sin бз @ 


p q E 
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令 
(a,B,7) = (0,00) #2 = Е š 
= =1> 0 @ 
这 就 是 点 M 应 满足 的 条 件 . 


显然 , 当 p = q = rəa = В = У = 00-М = Р, 
即 此 时 点 M 为 费 马 点 . 

当 pP,g,r 不 全 等 时 ,由 史 坦 纳 定理 知 ,点 M 即 为 最 
合理 的 建 校 基地 . 

(2) 为 了 测量 出 建 校 基地 M 的 准确 位 置 , 故 计算 出 
Ж МІ ААВС 三 边 的 张 角 a,B,Y, 由 于 a+B+7Y= 
360P, 因 此 ,a,B,Y 中 最 多 一 个 角 为 锐角 ,否则 ,如 设 


а,ВЄ (0,5) 
2 x x 
=a +B +Y < + 2 t" = 2x 


YEG 
F. 
а. Ша, В. € Сул) 均 为 钝 角 , 即 
сова =- V1- (р)? 
соз а ,соз Bycos У Є (- 1,0) cos 8 = - VT- Ст)? 


cos У =-V1- (ny 
x 
а + B + Y = 2т = – sin У = sin acos В + cos asin f= yt = 
pV 1- QÉ) + (V 1- р) г = V p° - (ри)? + V д - (ри)? 
i 
7 2 = 
(2гх)? = (P + р? – Parl - (ри)?) = (12 + р? - 42)?» 
(Ори)? = (2) - (P + p? P} = 
(2р + т? + р? – 42) (21р - т - р? + 4!) = 
[(r + p) ~ 4114 - (r - pY] = (p+ q + r)T = 8 
1- fŠ _ Vet a+ T 
2pqr 2pqr 
其 中 T=(q+r-p)(r+p- q)(p +q - r) 


显然 ,和 欲 使 > 0, 必 须 T > 0, 则 易 知 
-@- 


SAREE E 


数学 奥林匹克 与 数学 文化 


g+Tr>pr+p>gp+g>r @ 
此 时 ,本 题 答案 为 : 当 p,q,r 满 足 条 件 @ 时 ,三 村 庄 A, В, C 内 才能 寻找 到 使 
S = pMA + qMB + rMC 
取 到 最 小 值 的 合理 的 建 校 基地 M, 且 具体 位 置 是 : M 向 ААВС 三 边 的 张 角 为 
аа = а = x – arcsin( pt) 


Z CMA = В = п - arcsin( qt) @ 
Z AMB = Y = x - arcsin( rt ) 
其 中 t = V5/(2pqr),3 = (21р) Па + r = p) 


b. 当 a,B,Y 中 有 一 个 为 锐角 时 ,如 a 为 锐角 时 , 则 有 
cosa = V1- (qt)2,cos В = - V1 – (qt)2,cos y =- V1 - (лт)? 
Hi — sin У = sin(a + В) = sin acos В + cos asin f> - rt = - tx + ty=> 
БГ _ АЕ + y = (р? - @)/rə 
2ry = P+ р? - =S (2ry)2 = (P+ р? ~ e’ 
4r[92 - (pqt)2] = 


(2 + P- PPa) = 
(2rq)2 - (P + р? - 4) = ôt = V6/(2pgr) 
这 并 不 影响 ; 的 值 ,但 


LCMA = В = x - arcsin( qt) 
LAMB = У = n - arcsin( rt) 
且 arcsin( pt) = arcsin( qt) + arcsin( rt ) 


4 ”多 边 形 推 广 


不 等 式 (A) 是 关于 三 角形 (内 角 120) 的 问题 , 费 马 点 在 公 4BC 内 ,那么 ,对 于 任意 
一 个 凸 四 边 形 ABCD ,其 内 部 还 存在 费 马 点 吗 ? 
如 图 11, 我 们 设 P 为 四 边 形 4BCD 两 条 对 角 线 的 交点 ， 


A 
M 为 其 内 任意 一 点 , 则 显然 有 в < 
МА + МВ + МС + MD = (МА + MC) + (MB + MD) > 

АС + ВО 
МА + МВ + МС + MD > = 
PA + PB + PC + PD 

等 号 成 立 仅 当 M = P. 

由 此 可 见 , 凸 四 边 形 两 条 对 角 线 的 交点 即 为 其 内 的 费 ип 


马 点 .这 是 一 条 简单 而 又 重要 的 结论 . 
那么 ,进一步 地 ,对 于 凸 五 形 , 凸 六 边 形 ,……, 直 至 凸 多 边 形 呢 ?其 实 , 应 用 


[eu = а = arcsin( pt) 
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引 理 ”等 角 凸 多 边 形 内 部 任意 一 点 到 各 边 的 距离 为 定 值 . 

提示 BPAY HA Ar A 内 任意 

=, Р HIR, АА; 226 PD, 为 x 轴 建立 

直角 坐标 系 , 如 图 12 所 示 . 设 PD, | AAin(i = 1, 

2,…,n;3 < n Є N), 约 定 
An = А, I PD |= hl<i<n 

{ЛЭР „у = n- Z DA, Di, = 
(п-2)х _2х 


п п 


z- 
于 是 ”ADiPDp = 219,2 сіп 


ШЛА 的 倾角 为 = +2 <i<n-1l 
设 其 方程 为 Cu 


即 yaz хеш 2, bi 

xeos 219 + ysin2m p, =0 Ф 
其 中 i = 2,…,n - 1. 

pi = ыш з < i<n-l1 
因此 P 到 边 44im(2 < i < п) 的 距离 为 

| PD; \=1 pi l= | osin 22) 
最 终 ,问题 转化 为 证 明 


= Š) | PD; 1 


һ+ 5, 


122 


为 定 值 常数 . 
XFO n 边 形 4142…4,(3 < n € N) ,不 能 断定 其 内 部 一 定 有 一 点 已 ,使 已 向 各 边 的 
张 角 相 等 , 即 不 一 定 有 
ДАРА = ДАРА = = ДАРА = 2 
因此 我 们 不 能 直接 应 用 引 理 建立 推广 ,而 只 能 建立 广义 的 : 


推广 设 P 是 是 n 边 形 4142…4, 内 一 点 , 它 到 各 边 的 张 角 依次 为 01, 0, 03,…,0,， 
且 满 足 
Уједно) -0 @ 


则 Рп HÉA Aro A, 内 唯一 的 费 马 点 . 
-图 - 


AEE 
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进一步 地 , 史 坦 纳 定理 也 可 相应 地 推广 为 : 

推广 3 对 一 组 正 数 ,22,…,2。. 的 n 边 形 4142…Ah, 内 存在 一 点 已 ,使 得 六 AP 
为 最 小 的 充 要 条 件 是 

Saeb aop РР іа 
即 
Удобна) = 0 @ 

其 中 01,0,,…, Or 是 P 向 各 边 的 张 角 . 

显然 , 当 n = 3 时 , 式 @ 化 为 

Лей + Aet + дуей®*®%*%) = 0 

100+) 


Ale + Азе + Эзе?” = 0 一 


À e + Aee) + де?” = 0 一 
hiei + Ae" + Аз = 0-5 
(Aicos 0, + Азсоз Өз + Аз) + i(Aisin 0, - Азвіп 03) = 0 一 
Aicos 6; + Азсоз 03 + Аз = 0 
ша 0, -= Азіп б; = 0 
j = Ksin б, 


设 . „ (K > 0) Аз = – K(sin Oicos 03 + cos бүвїп 03) = 
эл = Ksin 0, 
— Ksin(0, + 03) = - Ksin(2r - 0,) = Ksin 0 一 
А аА 
这 与 推广 1 中 的 结论 实质 上 是 一 致 的 . 
如 果 我 们 设 M 为 男 一 点 , 则 有 
À MA, + АМА, + … + А„МА„ > А РА + АРА + … + AnPAn (D) 
此 外 , 费 马 不 等 式 在 四 面体 中 的 推广 为 : 
推广 4 ”车 点 P 是 四 面体 41424344 的 内 点 , 且 点 已 对 各 棱 所 张 视角 均 相 等 (等 于 


т - arccos +), Ш P 就 是 该 四 面体 的 费 马 点 


至 于 空间 多 面体 内 是 否 存 在 费 马 点 ,还 有 待 于 我 们 继续 探讨 .不 过 ,有 如 下 事实 : 
正 多 面体 内 任意 一 点 到 各 个 面 的 距离 之 和 为 定 值 . 
其 实 , 应 用 力学 平衡 原理 ,也 可 以 证 明 推 广 3, 而 且 还 可 将 推广 3 推广 到 凸 多 面体 . 


5 ”相关 妙 论 I 


在 趣味 几何 学 中 ,关于 费 马 不 等 式 (A) 的 推广 结果 并 不 太 多 ,但 围绕 它 而 产生 的 相 
-图 - 


Mathematical Olympiads and Mathematical Culture 


关 结 论 却 较 多 , 且 它 们 个 个 美妙 ,个 个 精彩 . 
结论 OOR) РЖ ДАВС 内 的 一 点 ,证 明 : 


PA +v PB + тс < 5% ВС + V СА + V АВ) 


(А) 

证 法 1 设 ВС, АС, ВА, РА, РВ, РСЖ а,Ь,с, х, 
y,z, 作 出 ААВС 三 边 的 中 点 和,B',C', 则 P 必 位 于 平行 四 
WÉ A'B'AC',C'B'CA',B'A'BC' 某 一 个 之 中 ,不 妨 设 PE 
А'В'АС' 内 ,如 图 13 所 示 , 则 对 是 四边形 4B4'B' 易 证 图 13 


x+y<B(a+b+e) 
= 


РА + РВ < BA' + А'В' + BA 1 
同 理 z+ x < (а + b+ с) 


2х +жу+г<а+ь+с Ф 


Арес +/y +V) < (Уа +b +) 
У: +20] < 50 Ја +25] 7) Ө] 


由 平均 值 不 等 式 可 得 :2V xy < 2x + 1у2Уа <2x + 1:242 < y + z, FJ: 
可 得 


У +2) / у 0а ужа) < De ® 
RO SR O 比较 知 , 欲 证 式 (Al) ,只 须 证 
324 30а + 22 Vieta <20 Vk @ 
由 对 称 性 ,不 妨 设 


a > b > c=22) V bc > 2(b + c + c) = 
(b+c)+b+3c>a+b+c 


即 式 @ 成 立 ,从 而 式 (A1) 成 立 . 


证 法 2 设 ВС,СА,АВ 依次 为 a,b,c, 且 不 妨 设 
a < b,c, 过 P 作 一 个 以 B,C 为 焦点 的 椭圆 ,如 图 14 所 2 
Е, 


т, У AB , AC 分 别 交 于 已 和 严 , 则 PA < max( ЕА, FA) , 5 SA 
妨 设 EA > ЕА, Д] PA < EA, X. Z 


VPB + / PC < /2(PB + PC) = V2(EB + ЕС) > 
S, VPA < V EA + /2(EB + ЕС) = 
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LARERE E 


£ 
EA + 2[ EB 3 EC] (应 用 柯 西 不 等 式 ) < 


[02 + (ea + ËB + Ec] 


£ 
[5(ЕА + ЕВ) + 3 (EC - Ев))? < 


Ble + $) < ув +V +) 
Уут «55У 


以 上 两 种 证 法 图 文 并 茂 ,技巧 非凡 ,而 且 式 (Al) 中 的 系数 是 最 优 的 , 式 (Al) 也 是 
最 强 的 .如 果 应 用 赫 尔 特 不 等 式 ,还 可 建立 漂亮 的 : 
结论 2 设 P 为 人 4BC( 三 边 长 为 a,b,c) 内 任意 一 点 ,0 < 9 < 1,4,4,v > 0, 则 
APA + иРВ? + vPC < т(а + b + c) (Bı) 
其 中 


r 1-0 
m = [2[ 2) ”+ игә + әгә] @ 
证 明 ËR PA = х,РВ = y,PC = z,p,q,r > 0,0 < 0 < 10 < 1- 0 <1.## 


意 到 应 用 赫 尔 特 不 等 式 ,有 
(2x + y + z) (p +q + г)! > p (2x) + gp + rp = 


(25p1-0) + qA + гі @ 
5 
T 
Км 
А \1-@ 
Е 
n = 4 > АРТ, =à + пу + s < (р + д + г) (2 + y + 2) = 
apt 
Ki r = om 
m(2x + y +z)? < m(a + b + с) 
即 式 (Bi) 成 立 . 


1 
但 当 9 = 去 时 ,m = (Fa? + 2 + 2] .再 取 X = и =v = 1 时 式 (B1) 化 为 


VPA+VPB+VPC < | За ++ с) Ф 


RO ШКА) ЖЯ. 
式 (B1) 中 的 指数 0 < 0 < 1, 并 指明 了 /,(8) = АРА? + „РВ? + vPC? 的 极 大 值 . 
现在 我 们 将 指数 变动 为 上 > 1, 指 明 
Si(k) = APA* + иРВ* + DPC 
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的 极 小 值 . 
结论 3 已 知人 4BC 的 三 边 长 为 a,b,c, 最 大 角 小 于 120, Р 为 其 内 任意 一 点 ,k > 
1,4,4,v > 0, 则 
АРА* + иРВ* + ›РС* > 1 з* (с,) 
其 中 А 表示 A ABC 的 面积 , 且 


= F(a? + 0) +2034 a 
t = (ATE + ит + отд) 4 
证 明 #х,у,г 为 待定 正 数 ,注意 到 
二 + 上 1 =- 1 及 二 ,上 Le (ол) 
应 用 赫 尔 特 不 等 式 有 
CAPA e (D) T > DPAE x] = УМ (А). РА © 
令 
Адк! = 1 х= /ч-® 
wsl £= g- 
БУ АРА* > (Xa) (X PA)" Ф 
由 于 тах(А, B, C) < 120,9 АЯ? Р X A ABC 内 的 费 马 点 时 ,( >, РА)* 取 最 小 值 
k 
St = [BC+ + 2) +284] @ 
@,@,12 HARER). FERLI P № A ABC 内 的 费 马 点 , 且 
АР! - PE „РР = EE PA = pe PE- = >. РС! B 
结论 4( 陈 计 ) алав 的 三 边 长 为 a,b,c,P 为 其 内 任意 一 点 , 则 
3abc 
ЕРА aa алата ара P) 


证 明 (1) 我 们 知道 , 当 公 4BC 的 三 内 角 均 小 于 12P 时 , 即 当 P 为 人 4BC 内 的 费 马 
点 时 , Ў) Ph 为 最 小 , 记 PA = x,PB = y, PC = z, 则 应 用 余弦 定理 有 
а? = x + г + yz 
| = 2 + x2 + zx 
с = Ф + у? + xy 


(01) 化 为 
ку 
h +R +> pay Pas рсе 2з Эжэ) >° @ 
IX r - 22 +30) (у a) - 2)) + ПО? + 2 + yz) > 0 Б] 
-Ф 


ЭРЕНИ ШЕКЕ ЗН 
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等 号 成 立 仅 当 x = y = тоа = b = ceZ ABC 为 正三 角形 . 
(2) `4 ZA > 120 时 , 则 当 P = 4 时 , У) РА 为 最 小 ,此 时 РА = 0,PB = c, PC = 
5, 所 以 


(b+ (2 + h+ 5) > O+ [о + + 2] = 
1+0 (+ 5) 1+ 0+ (++ Ее 
1+ + х4 = 9 
此 时 , 式 (Di) 仍然 成 立 . 
从 上 述 证 法 可 见 ,不 等 式 (Di) 是 一 个 非常 强 的 几何 不 等 式 . 如果 未 用 配方 法 ,而 直 
接应 用 柯 西 不 等 式 或 别 的 方法 ,是 难以 奏效 的 . 


6 ЖК П 


下 面 是 带 权 系数 的 一 个 非常 著名 的 几何 不 等 式 : 
结论 5 Р A ABC 所 在 平面 上 的 任意 一 点 , 记 РА = Ri,PB = R,,PC = Rs, 
则 对 任意 实数 x,y,z E R 有 
(x + y + 2) (х8 + yR} + zR3) > уга? + zxb? + хус? (Еу) 
其 中 a,b,c ААВС 的 三 边 长 . 
RE) 是 一 个 应 用 广泛 的 几何 不 等 式 ,其 系数 x,y,z € R. 
如 果 约 定 x,y,z € Rt, FE S = x+ y+z,p = х/8,{ = y/S,r = z/5, 则 p,q， 
r€ (0,1), 且 p+g+r=1, 这 样式 (E) 可 以 简化 为 
PR? + 95 + rR3 > qra? + rpb? + рас? (F) 
显然 , 式 (EE) 是 一 个 非常 秀美 的 几何 不 等 式 . 
证 法 1 我 们 令 
Рб = (Б)хРА)/ > ух—э0 < (>: 1 PÒ 12 =1 >: PA 12 = 
> 1 PÄ |? + 221: PB - PË = 
Ух? 1 PÄ 2 + >ууг(1 PË 12 +1 PË 12 - | BË 2) = 
(DDI PA 12) - >z 1 4B 1? = 
(25]«)( Ух) - > уа 
(ÈX RD > D ya? 


即 式 (Ei) 成 立 . 


证 法 2 如 图 15, 记 入 BPC = x - a,Z CPA = x - В, АРВ = n- y, 应 用 余弦 定 
理 有 
а+В + У = Зк – (LBPC+ Z CPA + ZAPB) = 
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3Зх-2х=х 4 
а? = Е + R4 - 2R,Rscos Z ВРС = 
R3 + Rš + 2R;Rscos а> 


уга? = уг(К + R3) + 2yzR,Rscos a= У) уга? = 


DR + К) + 22>1(yR, * zR3)cos а ia 
c 


(应 用 三 角 母 不 等 式 ) < В 
D a(R + R3) + DOGR)? = У) (у +:)В] + mis 
D GRY = 
Хау + z) +а?]К} = (У) С) хв) (У) а) (У) R?) > D> уга? 
等 号 成 立 仅 当 
sina _ sing _ siny віп BPC _ sin CPA зіп ZAPB 
xRy © yR, ` 28 2 PA © УВ “ C 


HE SEAE ЖИ g hk ЗОР ЕЈ. ARE , ДЕИТ (Е) 中 取 
x= а?,у = b2,z = c2, 立 即 得 
ак + Ы + 2 > (G) 
MRR x = a,y = b,z = c, 得 
(а + + с) (аў + bR2 + cR2) > bca? + cab? + abc? = аЬс(а + b + с) 
аЁ + bR + cR > abc= 
аРА? + bPB? + cPC2 > abc (H) 
ACH) 是 一 个 相当 漂亮 的 结论 , 如果 说 它 英俊 潇 酒 、 风 度 翩 翩 , 那 么 它 必 有 一 个 如 
花 似 玉 、 貌 若 天 仙 的 配对 式 : 
Фб 设 公 4BC 的 三 边 长 为 a,b,c,P 为 其 内 任意 一 点 , 则 有 
[е + РВ? + сРС? > abc 
aPB - РС + bPC · РА + сРА • РВ > abc 
我 们 只 须 证 明 式 (T ) 成 立即 可 . 
证 法 1 在 结论 5 的 式 (Ei) 


(1) 


(x + у +z)(xR? + yR} + zR3) > уга? + zxb? + хус? (Е,) 

中 令 

жаа У) xR? = R RRX aR 

у = Б-У) = Уа Ез — a 

z = с. эга? = abcRiR2R3 2 Ria 
RARE) 即 得 式 (1). 等 号 成 立 仅 当 

a b с 
xR, yR, 283 sin / ВРС “ sin Z CPA ` sin / АРВ 
зіп BPC © sin Z CPA = sin ZAPB? тд sinB sin C fog 
а У е 
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HAEEREN 


шш ВРС 2 si CPA 3 = АРВ (Z BPC, Z CPA, ZAPB) = 
(х - A,n - В,х - C)=>(  BPC,Z CPA, Z АРВ) = 
(ZB + ZC,ZC + ДАДА + Z B)=P Ж A ABC Hù H 


证 法 2 如 图 16, 作 EP JL BC,AF JL ЕР,Й AF = EP = BC,EF = AP,EB = РС, 
FB = AC. 
在 四 边 形 AFEB 中 和 4EBP 中 ,由 托 勒 密 定理 有 
е он a s 
AP > ЕВ + AE - BP > AB - ЕР 
ена 
Ар + РС + АЕ • ВР > АВ · ВС 
РА + РВ - АВ + РВ · РС • ВС + 
РС. PA > СА = 
РВ(РА - АВ + РС. ВС) + РС • РА » СА > 图 16 
PB.4E.4C+PC. РА + СА = 
AC( PB - АЕ + PC - РА) > AC > АВ. ВС 
аРВ + PC + bPC · РА + сРА • РВ > abc 
等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 :DO M @ 等 号 同时 成 立 , 即 ABEF 13 AEBP 均 为 圆 内 接 四 边 形 ,所 
以 APBEF 为 圆 内 接 五 边 形 ,由 于 4PEF 为 平行 四 边 形 , 故 4PEF 为 矩形 , 故 AP L ЕР, Ер 
АР | BC, B. Z EBA = Z ЕРА = 9pP, 故 PC | AB, P № A ABC 的 垂 心 . 
以 上 两 种 证 法 中 ,证 法 1 属于 三 角 法 ,证 法 2 属于 几何 法 (巧妙 应 用 托 勒 密 不 等 式 ) . 


ШЗ 设 4,B8,C,P 所 对 应 的 复数 分 别 为 a1,z2,z3,z, 则 | PA 1=1z-z1， 
ҮРВ\= 12-221, 1РСІ = 12-231, 1 ВС| = а = | 23 – 221,1 СА1= = 1 2 – 231, 
1АВ |= с =1 22 - zl. 

(2-2)(2-2)  (-)(4-) _ (z- m)(z- 2) 
Жа) = (23 — 21) (23 - 22) Е (а = 22) (21 - z3) * (22 - 23) (2 - д) 
由 于 Ка) = Kz) = f(z) = 1 
即 方程 f(z) = 1 有 三 个 根 z, 22, za fB f(z) - 1 = 0 是 关于 = 的 一 元 二 次 方程 ,只 有 两 个 
根 , 因 此 f(z) = 1, 于 是 


[2-21 1-12 = 22 1 12-22 1:12 - 231 12-22112 211 
+ + > 
Газ = 201-1 23 = 221 la- 22 11 2 231 lza- z 151 22 – 21 1 


PA- PB РВ. PC РС. РА 
lf(z) lm l> + k 了 


l> 


aPB · PC + bPC - РА + сРА * PB > abc 


证 法 4 如 以 P 为 原点 建立 复 平面 ,并 设 点 4, B,C 对 应 的 复数 分 别 为 21,z2,z3, 且 
-Ф@- 
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t =- (а - za)2(zo — z3)? (z3 — 2432 
= z3z2/[(z3 - z1)(z2 - z1)] 
akalla ayo lal 
аз = z1z2/[(z1 - z3)(z2 — z3)] 


lai і+1 а 1+1 аз 1>1 а + аз + аз l= l5 


а 


ajaa; ж 0 


Ө 


= 
ар + аз +аз = 1 
з 


1 2122(21 - 22) 1+1 2223(2) - 23) 1+1 2321023 - zi) l= 

1(z = 22) (22 ~ 23) (23 - z1) 1 = 

аРВ · РС + РС - РА + сРА · РВ > abc 
等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 a1,a2,a3 同 向 ,又 由 а + аз + аз = 1=Əay,a2, as > 0. 
另外 , 易 证 如 下 等 式 成 立 : 

aiaz 23 \? азаз z \ аза a \? 
T а; - (27), - 28 -a - (2) © 
МЎ Р № A ABC 的 垂 心 . 

从 以 上 两 种 证 法 知 ,应 用 复数 证 明 几 何 问题 往往 倍 显 简洁 . š 
结论 6 中 的 两 个 结论 不 仅仅 是 美观 漂亮 ,而 且 (DT) ЗЕ ОЛУ АН, RH) 有 优美 的 


推广 . 
结论 7( 笔 者 ) 设 公 4BC 的 三 边 长 为 a,b,c,P 为 其 内 任意 一 点 , 正 数 x,y,z 满 足 条 
件 
8 = 2(xyab + ус + zxca) — (ха)? ~ (yb)? - (2с)? Ф 
则 有 
хРА + уРВ + zPC > VS (к) 
特别 地 , 当 取 


(x,y,z) = (bc,ca,ab) 
时 ,得 到 新 的 推论 


bcPA + caPB + abPC > V3abc (Кт) 
或 РА, 18, РС р 
证 明 ”将 (1) 式 变形 为 等 价 的 
и-#-,ю.м ‚Мм .га„\ 
应 用 杨 克 昌 不 等 式 有 


хРА + yPB + zPC = ac( 4), oy( 28) + a(®£)> VM > /ó> 
xPA + yPB + zPC > /ó 
等 号 成 立 仅 当 AABC 为 正三 角形 , 且 P 为 其 中 心 ,x = y = z. 
如 果 我 们 取 (*,y,z) =(a,b,c), 并 应 用 海伦 公式 有 
Š = 2[(ab)2 + (bc)? + (са)?] – а - 6⁄4 - ct = 16425 


ea bus: E 


数学 奥林匹克 与 数学 文化 


аРА + bPB + сРС > 4À (Кт) 
若 取 x = y = z = 1, 应 用 “ 费 - 哈 ” 不 等 式 有 
8 = 2(ab + bc + ca) — a? — b? — 2 > 4/ЗА-эРА + PB + PC > 2VV3A (K”) 
现在 我 们 将 式 (Hi ) 从 一 个 点 已 ,推广 到 两 个 点 P, P ,使 之 显得 绝妙 无 比 , 令 人 称奇 . 
结论 8(Klamkim) P,P 是 人 A14,43 所 在 平面 上 任意 两 点 , 记 PA, = Ri, P'A; = 
R'i, 三 边 a; = АЛА, ДФ А, = А, Ао = Аз,і = 1,2,3, 求 证 : 


aıRıR'ı + asR>R'; + asRsR's > al10203 (L) 
显然 , 当 P = РОШ) 时 ,Ri = R'i(i = 1,2,3), 式 (L) ARH 的 等 价 形式 
а К + asR2 + asR3 > ayasas @ 
证 法 1 在 结论 5 的 式 (E) 
(x + y + 2) (Е + у + zR2) > уга? + zxa2 + хуа? @ 
中 取 
aiR', aR’, aR’, L aR; Я 
Сауна) rR) > 
Dat (= 2) „Хав > naaa; @ 
|” = 2>2aiR' I RaR 
其 中 
п = Уа В.Е", 
又 式 @ 有 配对 式 
(х+у+)(«К'{ + yR' + zR'3) > уга} + тха? + xya3 @ 
ERO te 
R; R. R. 
(x,y,z) = an ab а) эп aR m, > mala2a3 @ 


O + ORO x 外, 均 可 得 到 
Уа, > aaa 

MRL) 成 立 , 设 mm 分 别 是 已 和 忆 到 边 ai(i = 1,2,3) 的 距离 ,那么 式 (L ) 等 号 成 立 
nX O, O 两 式 等 号 均 成 立 , 即 

rR _ rR _ rR; 

RI R, R 

TR _ rR _ raR's 

R К^ Вз 

BJ PAP 到 三 边 的 距离 成 反比 ,这 说 明 PAP 是 关于 AAAA MEAR. 


rri = rr, = nr3 


证 法 2 ”为 了 书写 方便 ,我 们 对 字母 作 置 换 
(Ai, A2,A3) > (А,В,С) 
(Р,Р') = (P, P;) 
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(а1,аз,аз) > (а,Ь,с) 
(Ri, Е, Ез) > (ат, Бу, ei) 
(R'1, R'2, Кз) > (аз, bx, c2) 
这 样式 (LI) 化 为 等 价 形式 

аауаз + bb;bz + cclcz > abc (L) 
如 图 17, 顺 次 以 BC, C4,4B 为 反射 轴 , 将 A P,BC, 
AP,CA,A P,AB 反射 成 А РВС, 2 ЕСА, / РАВ, 联结 
Р,Е,РЕ,Р,. 


Saam, = ТАР - APasin Z FAP = 二 aiaasin РАР, 
Sanm, = + ВЕ > BPssin Z FBPs = $bibasin Z FBP, 
1 1 


Ѕдврр, = 7 BD > ВР›зїп «ВР» = т bibosin Z DBP; 


2 


СЕ - CPssin Z ECP = -үсусзїп Z ECP, 


2 

Saco, = + CD + CPasin Z DCPs = + eieosin Z DCP3 
1 
Sacer, = 2 
1 


Зал, = T AE > APasin Z EAP; = T avaasin Z EAP; 
(Saa, + $ллкр,) + (Sagre, + Sanne) + (Sace, + Sacgp,) = 2Sa4gc 
Й Заан, + Saa, = Farasin Z FAP; + sin Z EAP) = 
arazsin F(Z FAP, + Z EAP;)eos + (Z FAP, - Z ЕАР) = 
aiazsin Acos + (Z FAP, - EAP) < avaasin A= 
Ѕлағр, + Sag, < aasin А 
Е Sanr, + Sag, < bibssin В}, 
Saco, + Sacer, < clczsin С 
2SAaBc < aimsin А + bibzsin B + clc2sin С = 
1 abc 
aR (aaa, + bbib2 + cclcz) > 2R 一 
ааа» + ЬЬ + cclc2 三 abc 


证 法 3 设 在 复 平面 上 ,4,B,C 
P1,P2, 构 造 二 次 多 项 式 


对 应 的 复数 为 x1,x2,x3, Pi, Pa 对 应 的 复数 为 


f(x) = (x - pi)(x - ро) 
-@- 


МЗВ ЫЕ 
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据 欧 氏 公式 得 
Ko = ЗП) = (р) р) 3 
ЗЕТ 


f(x1) fa) Каз) 
е - айа — хз) * (хз — ап) (а аз) + (xs — дд) (аз — x2) 一 l= @ 
S -eL i @ 
пу 1 和 -5 和 1 


{Н | уд) 1=1 (x = ру) (а - рг) 1= ааз, 1 f(x2) 1= 6, | f(x3) 1= сүс, B. 
la- zm |= с, |x- xa |= а, 1 х3 - x |= b RAO 


ааз bib “cz 
be ca ab 
前 面 绝妙 的 证 法 2 是 周 持 忠 先生 发 现 的 ,充分 展示 了 几何 的 魅力 与 美丽 . 
此 外 , 唐 立 华 先 生还 建立 了 两 个 漂亮 的 结论 : 
结论 9( 唐 立 华 ) Ü 忆 为 入 4i4243 所 在 平面 上 的 任意 一 点 , РА, = Ri(i = 1,2,3), 
AAAA; 的 面积 为 A ,三 边 长 分 别 为 a1,a2,a3, 则 
(А5 + К – Ri)sin Ау + (R3 + RẸ + Ri)sin Az + (RẸ + К? – КЗ) віп Аз > 2A(M,) 


(a3 + а – а1) Ё + (aj + al- а3) + (аі + а? – а) К > 1642 (№) 


等 号 成 立 仅 当 ar = аз = аз, H 
Кз : Ку = sin a) : sin аз : sin as 
Ж ai = Ch4i1P4isa(44 = Ai, As = Аз, = 1,2,3)( 按 同一 方向 取 角 ). 
(Му) 的 证 明 : 记 


z = (a+ as- a) 


> laaa + bbib; + cclcz > abc 


а= y+z 
1 
y = 2 (as + al £ а) а = z+x 


аз=х+у 
r: = (a+ а - аз) 


由 于 
Dry - 2} > бг )х(у? + 2) > baye Aal + 2) > 3/5 ]х(у? + 2) + baze 
а> yy +) > Зу +: 


аба, + аз - аз)(аз + a) - аз) > Зазазаз © 


x = у = 16а) = а) = аз 
За 5; = (а + as + ау-2а;) > 0(i = 12,3), 那 么 式 四 化 为 


аАзАз + азАзд + аздАз > 3ala2a3 ® 
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由 三 角形 面积 公式 A = aiazaa/(4R) HRM) 化 为 
> (ЕЗ + R- ВЇ)а > 4RA = ауазазе› 2) (аз + as - al) Ё > ауазазе› 
DAR > аазаз @ 
由 对 称 性 ,不 妨 设 


al > а; > аз=эАу < Аз < Аз Ta = > E30 > Азда > Mh243= 


= Агада? 
Уа + as - а) = УЈАК > 2454 2 (结论 5 中 的 趟 (ED)) = 


Dina)a (Аиза) Оа) 
>a, я за 
Danina > ama HHR 四) 一 
(а; + ау- а) Ё > aaa 
从 而 式 (Mi) 成 立 . 
式 (Ni) 证 法 1: 设 


ү > У: >a 
- 1 


WE ESE 
| 
T= (а2 + a3 – a?) RÌ = xR 
E о} > > 


(应 用 切 比 雪夫 不 等 式 ) = 


设 а> аз > asd > d> darey: > 上 > 二 
2 
Е Е 
yz > zx > xy= 2 J увай = а) 91 > HX aE Hay = 


HEDE @ 
HREN EER ER) 
(ENER) > Dya DAER) > AEE) 
Уа = Т» 2 = Уа + al - alat + а}- ab) = 
42D a- Уа = BAT = У > рл? 
即 式 (Ni) 成 立 , 易 推 得 等 号 成 立 仅 当 AAAA 为 正三 角形 , 且 P 为 其 中 心 . 


证 法 2 我 们 记 
5 = >уа{= al+ а + al 
则 
S < 9R2 = o( ааз) „ане. > 1642 四 
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AE RHEE 


接 前 面 的 记 法 有 
T = У) 
x = S-2al,y = S – 2а3,: = S - 2a} 
HRE) 有 


Сав > Уыт > Xr = $ Èras 
т» 1У8- 2a2)(S – 2а3)аї = 
ъз -2(o + al)S + 4a3a3]a? = 
Ууз -2(} + а) + Jo - 
Elsa- Aag + аар + аааз? „ 

(Ba?)s -2X (a + h)a? + Rana „ 

(2а) -49 aa} + о ше = 


2 
5]а{-2;>)а$а% +12 (шев > 


- 164? + 12 х 1642 = 16да 
1642 
T >34? 


回顾 以 上 各 式 的 证 法 知 , 式 (Mi) 也 可 按 式 (Ni) 的 方法 证 明 ,因此 式 (Mi) 可 有 三 种 证 


结论 10 РЖ A ABC 所 在 平面 上 任意 一 点 ,A,p,v > 0O,B A + + v < 1,00 
АРА? + „РВ? + „РС? > 4V nA (0,) 

证 明 Ў ДАВС 的 三 边 长 为 a,b,c, 面 积 为 A, 首 先 应 用 式 (El) 有 

(5А4)#СБ АРА?) > (X ва?) > 
(>m + 5) 020600 - >)a4]( 应 用 杨 克 昌 不 等 式 ) = 
16424 (7А) >) АРА?)? > > 
16MmA? 一 >)MP42 > 4 NA 


等 号 成 立 仅 当 人 4BC 为 正三 角形 , 且 Р 为 其 内 中 心 ,X = 上 = v = +. 
式 (01) 是 一 个 外 观 非常 简洁 漂亮 的 几何 不 等 式 .如果 A ABC 为 锐角 三 角形 ,P 为 其 
内 任意 一 点 ,注意 到 
tan А + tan В + tan С = tan Atan В!ап С 四 
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有 . 
Па А = Уап А > За A] [un A > ж р) 


аал д Her A сэу 
ИЕТ ЫЫ "а= у] "а 
85 0а А)РА? > 4А @ 


上 述 推导 颇 有 技巧 ,似乎 天 衣 无 缝 ,无 懈 可 击 , 但 是 ,应 用 式 (01) 的 首要 条 件 是 à + 
и+о< 1,1 


Уа 4/03)? > > pple A)3 > 030. В =1 
由 
Dtan 4/(/3)3 > 1 四 
因此 我 们 刚才 粗心 大 意 地 应 用 式 (01) 建立 的 式 @ 是 错误 的 . 
但 是 ,外 观 如 此 简洁 漂亮 的 式 @ 真是 错误 的 吗 ? 让 我 们 用 另 一 种 新 思路 来 证 实 , 方 
ЯН. 
结论 11 РВ A ABC 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 
РАђап А + PB?un В + PCztan С > 44 (Р) 


证 明 ”如 图 18, 取 BC 所 在 直线 为 x 轴 , 过 4 的 高 线 
所 在 直线 为 y 轴 建立 直角 坐标 系 . 设 4, В, C 的 坐标 分 别 
为 4(0,a),B(- b,0),C(c,0)(a,b,c > 0), 则 有 


В = a/b 
[© в —tan A =- tan(B + С) = 200+) 
tan С = а/с а?- be 


又 由 4 Є (0,32 )=tan А > 0а – be > 0 
现 设 点 已 的 坐标 为 P(x,y), 则 
PA?tan А + PB2tan В + PCztan C = 
[х? +O- aye, 


Сб + b+ у?] + [(z - с) + 0] = 
(2 + 2 + a io tay) 206+), 
ahte +y + bc) = 


mea + (ay - bc)? + 2bc(a? - bc)] > 


газ -к) = 


AAEE RHEE E 
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2a(b + с) = 4л У) PA?tan А > 44 


等 号 成 立 仅 当 * = 0,у = ©, P X A ABC бозе H(0, ©). 


7 绝 美妙 论 


我 们 在 前 面 介绍 的 相关 妙 论 均 涉及 三 角形 的 范畴 ,现在 我 们 将 视野 拓宽 到 同 多 边 形 
平面 上 去 建立 更 美 更 妙 的 结论 . 

结论 12( 冷 岗 松 ) BA ААА, 是 一 个 正 n 边 形 , М, Mas, М, 是 相应 边 的 中 
点 , 设 已 是 这 个 n 边 形 所 在 平面 上 的 任意 一 点 , 则 有 

Уюм, = (eos 1) 2 PA; Q) 

一 看 便 知 , 式 (Qi) 是 一 个 优美 的 线性 几何 不 等 式 . 

证 明 ”如 图 19, 设 Mi- 和 MM 分别 是 这 正 n 边 形 第 
i -1 条 边 АА, ЯЯ: B AA... 的 中 点 ,在 四 边 形 
PM; AM, 中 应 用 托 勒 密 定 理 有 

AMi-1* РМ; + PMi1* АМ; > PA; ' М.М; Ф 


Ë АМ, = АМ, = а, ВЯ АМАМ, = (92), 


在 АМ, AM, 中 应 用 余弦 定理 ,有 


МАМ? = а?+а?- 2a?eos[ r= 2,) = 图 19 
п 
2а? + 2a?cos 2" = 
n 
(2асов 7 2=M,- iM, = 2ас T @ 
代入 式 @ 得 
РМ; + PM; > 2PA;cos T2, (PM; + РМ) > @ 
[m 


2( е» ®) D) РА (#02 PMo = PM,)= 
各 
2X5 PM; > 2(cos ®) УУ) РА 
< 各 


> Pu, > (сов £) PA, 
= & 
等 号 成 立 仅 当 Р, М, 1,А;, М, 共 圆 , 即 
ДМ PM, =т- 1-2, = 2л), 


ДМ\РМ, = LMPM3 = … = ZM,-, PM, = MAPMI = 25 
再 加 上 М; 为 中 点 , 故 Р 为 正 n 边 形 的 中 心 时 式 (Q) 等 号 成 立 . 
_Ф 
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上 述 证 法 巧妙 地 应 用 了 托 勤 密 定 理 .其实 , 我 们 还 可 以 从 系数 .指数 两 个 方面 综合 推 
广 为 


Ds + Aisi) PME > 2( os Z] Урий (R) 
ЖР k > 1,à; > 0(i = 1,2,--- п, ЕА = А). 
T, k = 1,А = А; = … = àn RCR) 化 为 式 (Qi), 且 式 (Ri) 的 推论 便 是 式 
CQ) 的 指数 推广 
È Pt > (сов-®)у* УРА} (R) 


这 仍 是 一 个 不 钳 的 结论 。 

证 明 ЗОРИ, = l < i < n), 应 用 前 面 的 式 @, 有 

id 

2 

Хари) (оа E) < лай + aD = 
ial n isl 

ZQ + да) У + An) PM > 


2( cos z) Ура! 
著名 的 惯性 矩 不 等 式 式 (El ) ,也 可 以 推广 到 多 边 形 中 去 . 
结论 13( 笔 者 ) 设 己 为 凸 n(3 < n € N 为 奇数 ) 边 形 内 任意 一 点 ,A1,42,… ,24, 均 
为 正 数 , 则 


2( z)! APAE < Аа + xË 
22008 7) "АРА < (хр + а) 


хук k 和 -1 十 x; Ыы х. 
(cos) + РА < 2 = 


ZUP4 = Адыл Ай? (5,) 
其 中 ti = Ailia + Dicos 225+ Маа) 
约定 Ао = ÀnsÀnsi = А, Ала = А. 


特别 地 , 当 n = 3 时 
ti = АКА + А + Аз), = 1,2,3 
A(S) 化 为 
(À) + À + Аз) (А, РАЎ + А2 РАЗ + 13P43) > 
АЗА (АА)? + АзАз(Аг43)? + АзА1(АзА,)? 
这 正 是 惯性 矩 不 等 式 . 
证 明 式 (Si) 要 用 到 我 们 在 三 角 学 中 见 过 的 : 
引 理 (Ozeki) 设 3 < mEN 为 奇数 ,piE (0,л)(ї = 1,2…, 大 EN), 且 9l+ 
prt + @ = mr, 则 对 任意 实数 xi, xz,……,xzx 有 


211 > (see р m) (222 acos gi) @ 
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ЭРЕПБЯРОИ Н -НЕКК HE 


证 明 РА, = Ri AAi = а, АРА = 6,0 = р 
т-а(1<ї< Ку", = nr 一 >a, = (n -2)r 为 r 的 
= = 
奇数 倍 . R, Ris 
在 АРАА, 中 应 用 余弦 定理 有 
а? = Кї + К, -2RiRi,icos 0; = К + К, +2RR;,icos aj 4 = Min 


Адила = AA. (RI + В) + 2А, i RIRi,icos ai= 
Dima = DAAR? + КЇ) + 

i=l izl 

2D AR) Aisi Risi )cos a; < 


Улай + R31) + 2cos ЎЛА) = (n - 2)x/n) = 


УА (Аа + 2де 0 + Ал) 1) RY > АА a al 


即 式 (S) 成 立 . 

式 (Si) 的 配对 式 便 是 惯性 矩 不 等 式 (El) 的 另 一 个 绝妙 推广 : 

结论 14( 陈 计 )” 设 ,2,，…,hn 均 为 正 数 , 忆 为 凸 mn ШАА: AC < n € N) Ff 
在 平面 上 任意 一 点 , 则 


А ХА РА) > У) лакад (т) 


leicjen 


很 明显 , 当 n = 3 时 ， (т) нна 
略 证 设 


Р) = CA PAOS Aa) 20 < (ЎЛА -1 PÒ 1? Ыр РА, 12 = 


Da PÀ 2+2 D, (aa; PA; РА) = 


leicjen 


SaPA >] AAGO PA P +1 А = 
= 


leicjen 


Саам - Уали? 
ЕП 


ФА Хдр? ) > ， > лада)? 
RCS) 与 式 (Ti) 相 比较 ， 各 具 特 色 ,各 有 千秋 , 它 俩 天 然 成 趣 ,交相辉映 . 
最 后 ,我 们 再 建立 一 个 优美 的 线性 几何 不 等 式 : 
结论 15 СЖ ААВС, A, Bi, Cl 分 别 为 4G,BG,CG У АВС 的 外 接 圆 
的 交点 ,4,p,v > 0,B AÀ + # + ç > 3, WA 
АбА\ + 4GB, + vCC1 > 
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(2 - А)СА + (2- #)GB + (2 - v) GC (0) 
特别 地 , 当 ) = и = о = 1 时 , 式 (U) 化 为 
GA, + GB, + GO, > GA + GB + СС © 
这 与 费 马 不 等 式 (A) 
MA + MB + MC > PA + PB + PC 
的 外 观 结构 完全 一 致 ,简直 天 生 一 对 ,地 配 一 双 . 


证 明 EM. = АА, = T (a? + P + с). ЛИН 


图 21 
MAE FB 
AD + DA, = BD - ОСеът, (М, - m.) = ($) 
т? = 10006 è) - a] = 2È = 2а? = 
“=ч = 274 
m.(M, - m) = тор - т) 
т„М„ = е + 22 > $ im 
M. > $k © 


又 Em = 100000 + 2) - 2] = 427238 Dm > mn) 
къ tÐ том, > $ 2 )т„эАМ, > ФАУ) тә 
Eam, > ED Pm) > >т, = 
25) зе = 25) 
УЈа(од + са) > }>у2бА-ъ А64, > 27264 - >)АбА = 


У)02- л) 64 > уАбА, > >)(2 - A)GA 
等 号 成 立 仅 当 人 4BC 为 正三 角形 , 且 X + = + ç = 3. 


8 Brocard 点 


RANÉ, OABC 内 存在 特殊 点 :重心 G, Eù 万, 内 心 1, 外 心 0, 在 前 面 ,我 们 又 介 
ATADA P, 点 P 的 存在 条 件 是 
max(A, B,C) < 120 
而 且 ,点 P 的 标新立异 的 特色 是 : 点 已 向 A ABC 的 三 边 ВС, Ch,4B 的 张 角 相 等 , Вр 
«ВРС = Z CPA = Z APB = 120 这 一 特性 不 仅 有 趣 ,也 便于 记忆 . 
14 A ABC 的 最 大 角 大 于 120 Bf , A ABC 内 (或 边界 上 ) 不 存在 费 马 点 : 凸 四 边 形 的 两 
条 对 角 线 交点 即 为 费 马 点 .至 于 凸 多 边 形 与 凸 多 面体 ,情况 就 复杂 了 . 


AREE ЗН 
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如 此 妙趣 的 费 马 点 ,会 孤单 寂寞 , 独 守 空房 吗 ?自然 不 会 ,当然 有 另 一 个 光彩 靓丽 的 
点 与 之 天 作 之 合 , 那 就 是 美妙 迷人 的 布 洛 卡尔 (Brocard) 点 N; 点 N 的 特性 是 :点 N 与 
A ABC 的 三 边 ВС, СА, AB 的 夹 角 相等 , 即 

МАВ = LNBC = СМА = w 
或 МАС = LNBA = LNCB = « 
也 许 有 人 对 此 心怀 疑虑 .这 样 的 点 真 的 存在 吗 ? 它 是 天 边 的 流星 吗 ? 如 果 存 在 ,怎样 作出 
来 呢 ? 这 个 夹 角 o 是 常数 吗 ? 

分 析 ”如 图 22(a), 设 N 为 人 4BC 内 的 Brocard 点 , 且 人 NAB = 人 NBC = Z NCA = 
о, BD // 4C, 交 CN 延长 线 于 D, 则 人 BDN = Z NCA = о = 人 MB = 人 NBC, 这 表 
明 4,N,B,D 共 圆 , BC 为 其 切线 .因此 点 N 的 做 法 是 : 

如 图 22(b) ,以 AB 为 弦 作 一 恰好 与 BC 切 于 点 B 的 圆 0, 过 切 点 B 作 A4C 的 平行 线 交 


贺 0 于 D, 联 结 CD ЗАВ 于 点 N, 联 结 АМ, ВУ, CN, 则 点 N 即 为 人 4BC 内 的 Brocard 点. 
同 理 可 作出 另 一 个 点 N ,使 得 人 N'BA = ZN'CB = 人 NAC = w! 


可 见 ,任意 一 个 三 角形 内 不 仅 有 Brocard 点 ,而 且 还 有 两 个 ,真是 好 事 成 双 , 出 人 意 


那么 ,自然 的 问题 是 ,这 两 个 Brocard 角 相 等 吗 ? 事 实 上 ,我 们 有 
(Dy = w = w Є (0,30). 
(2)cot @ = cot А + cot B + cot С. 
(3)3cot Acot Всо! С < tan ф < Fian Atan Btan C. 
我 们 先 证 结论 (2) 成 立 . 
证 法 1 如 图 23, 设 全 4BC 的 三 边 长 为 a,5,c, 面 积 
为 A ,外接 圆 半径 为 R, 由 于 
LANB = n- СВ, ВМС = n- С, СМ = п- ZA 
А = 28| |sin A 
x = bsin ф/віп(х - А) = 2Rsin psin B/sin А 


Дав = Facesin g = 2R2sinzpsin Bsin Сезе А 
同 理 可 得 ш 
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Aawc = 2 віп? gsin Asin Besc В 
Acw = 2R?sin psin Asin Bese С 


H 
Даль + Двус + Acw = А=эсве'ф = csc24 + csc2B + сво Cl + coto = 
D+ соЁА)=эсоЁф = 
eo A + 22] со Всо C = (>)cot A} 
cot @ = cot Á + cot B + cot С 
证 法 2 ”应 用 余弦 定理 有 
4Ansc cot9p = а?+ г-у? 
2azcos ф = а? + г - у? 2 2 
К 一 4awct cot p = b° + х? — 
azsin ф = 2Angc 同 理 
4лмв ° со! g = c2 + y? – х? 
4А = 4(Angc + Anca + Дмв) = 
(а? + b? + с2)/со p= 
КАФА а? + b2 + с? 
сора 4А 
x 2 _ a ЖАУ ИНЕ 5 
但 cot A = У) кессе = = Све он = сш А 
4А Р 
证 法 3 ШИ 24. 
ВС = h,(cot B + cot С) = x.[cot р+со(С-ф)] = 
1+ соф дмс _ 3 _ 
(а — сої с) йы "бы 
cot g — cot С)(со B + cot С 
1 + соф 
Д, n 
同 理 NGA = (cot o cot А) (cot C + cot A) 
А 1+ coto 
Ams _ (cot ф – cot B)(cot A + cot B) 
Р: ЖЕР. 1 + соф 
但 


дмс А А 
6 + A+ A = 151 + сойр = 


У) (eot @ — cot А) (со С + cot А) 
соф — 20У) со 4)cot p + 
eo A + У) соі Boot C + 1 = 05 
соф – 2( X cot A)cot p + 
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(сод + 2% cot Всо! С) = 0 
соф – 2( > cot A)cot ф + (X усо! А)? = 05 
(cot p – со! А)? = Осо ф = Уи А 
现在 我 们 证 明 结论 (3). 
证 明 ”应 用 柯 西 不 等 式 有 
cot ф( > ап А) = (Deot А) (Хап А) > 9 ( [ап А)со! р > 9 


шл р < ав А 


х 
cot ф = У) со А = (>)tan Btan С) leot A < (Жи AP] [eo 4 = 
ЗОП аА leot = [шп дә 
tan 9 > 3T |eot А 
h OA O 即 得 3[ eot A < tan p < 4T Tan 4 
H cot g = со 4 > 3eo 21А) = зы Z = ot 520 < Ф<% 
如 果 我 们 设 AABC 的 三 边 长 为 e,b,c, 外 接 圆 半 径 为 R, 由 前 面 的 证 法 1 有 
МА = 2Rsin "2, Мв = 2Rsin ç © + | NC = 2Rsin ç · FA 
于 是 有 


NA © МВ. NC = (2Rsin p)3 < R 
这 是 一 个 很 有 趣 的 结论 ,而 且 , 还 有 
NA NB М w+b+e (а 
NB * NC + МА * abc >? 
可 见 , 式 (b) 也 是 一 个 不 错 的 结论 . 
如 果 我 们 再 设 M,w,y 为 正常 数 ,并 应 用 杨 克昌 不 等 式 , 有 
DQ + и) ЛА + NB 
(2Rsin ф)? 


+b + c) 
9abc 


=Q +A) + (ио) + +A 
т 
[000 2+] = 


(s+) > 


(a) 


(b) 


2(3272)2=— (À + NA NB + (p + v)NB + NC + 


(v + А)ЛС · NA > 
8 /3(Àg + дь + 0А) ( Rsin ф)? 
显然 ,这 更 是 一 个 美妙 的 结论 . 


(с) 
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XF n ВА Are An. ЖЕТИН 5,0 АД = ai, М; = xi(i = 1,2,…,n; 约 
ЖА = h1,3 < n € N), 如 图 25 所 示 , 则 有 
2xiaicos p = а? + x? xia 
р? Фф = 25, = 25am, ” 


45 со! Pi = CET- ES ал 


4(сої DÈS = Ba +s - x.) = 


= Am > Ана 
Sas Dd- Ўн 4 3 
Èa 
cot @ = 5 @ 


R @ 表明 :一 但 п 边 形 确定 ， ЖАЎ) а 和 5 也 随 之 确定 ,从 而 布 洛 卡尔 角 w =w = 9 
也 确定 ,并 且 应 用 不 等 式 
Уа > 4Stan 下 一 cot Ф> tan” 


(1) 0 < < 至 -到 (а) 
显然 , 当 n = 3 时 ,有 0 < ç < 30. 
此 外 ,如 果 我 们 再 记 N 到 边 AA... 的 距离 为 di, 则 
4 
sing = Ж. = віп" = Hs 
sin(hinl Ф) = = Пода - Ф) = п; -T Пена, - Ф) = 


іал i 


д -Ф) = ТГ == 


іл Vi 


зил, = 9) = (sin е е А; = ЕСЕ @ - cot А) < 


i=l 


[о Ф-со aD) = (mp -12 cot ^) = 


cot g > ем А; + Те А; (е) 
ii га 


这 就 是 布 洛 卡尔 角 Ф Ияд A e A яар, ЗЕН, 
如 此 迷人 . 
如 果 再 应 用 
(ТЇ ее д)" > ес 09-205 сво 2 
又 可 得 到 式 (e) 的 一 个 简洁 漂亮 的 推论 
-@- 
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cot p = L D eot A; + ose 27 (р 
如 果 我 们 再 记 式 (e) 右边 为 M, ,那么 著名 的 传统 不 等 式 
Èa > 451ап — z 
可 以 加 强 成 Уа > 4М,5 


关于 Brocard 点 ,还 有 许多 新 奇美 妙 的 结论 等 待 我 们 下 苦 功 去 探索 钻研 .揭示 ,如 ， 
(1) 设 公 4BC 的 外 接 圆 半 径 为 尺 ,内 切 圆 半径 为 r, 全 4NB , A ВМС, Á СМА 的 外 接 
半径 依次 为 Ri, Ra, R3, WJ 


ККК = R° > (2r)° (в) 


So L tS ЖА, h) 
PORON 


№ < AA + Ti+ ER <з(®* +1) G) 
(2) i N J A ABC 的 一 个 Brocard 点 ,与 它 对 应 的 角 为 a,N 关 于 人 ABC 三 边 的 垂 足 
三 角形 为 人 4'B'C', 则 人 4'B'C' cO 人 ABC, 且 相似 比 为 sin а. 
(3) УУМ J: A ABC 的 两 个 Brocard 点 ,N,N' ЖР ДАВС 三 边 的 垂 足 三 角形 分 
别 为 人 41B1C1, 全 42B2C2, 则 
АА,В,С, 2 ААВС, 
这 些 趣味 诱 人 的 结论 ,大 家 去 研究 吧 ! 
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一 道 IMO 试题 的 新 证 法 


REF 


1 


当 你 翻 开 《历届 IMO 试题 集 》( 刘 培 杰 主 编 ) Ж 696 页 时 ,一道 妙 题 立 刻 展现 在 你 的 眼 
前 : 

题目 正 实 数 x,y,z Е хуг > 1, 证 明 

КЕ) РАД 2 
tt (А) 

本 题 的 显著 特点 是 题 意 简洁 .要 求证 明 的 结论 式 (A) 外 观 优美 ,结构 对 称 . 它 是 由 韩 
国 的 HojooLee 先 生 提供 的 ,2005 年 7 月 在 墨西哥 梅里 达 ( Merida) 举行 的 第 46 届 国际 数学 
奥林匹克 (IMO,2005) ,将 本 题 选 为 第 3 题 ,由 于 本 题 妙 度 与 难度 共存 , 因此 它 成 为 本 届 
IMO 中 得 分 率 最 低 的 一 题 . 

在 前 述 的 书 中 ,向 读者 介绍 了 3 种 漂亮 的 证 法 ,并 建立 了 本 题 的 多 元 推广 和 配对 命 
题 .也 许 四 川 的 蒋 明 斌 老师 对 本 题 情 有 独 钟 ,偏爱 有 加 ,对 本 题 颇 有 研究 ,在 本 刊 第 二 辑 
第 30 页 上 ,发 表 了 他 的 美文 (第 46 届 国际 数学 奥林匹克 试题 3 的 证 明 、 加 强 与 推广 》, 向 
广大 读者 介绍 一 系列 新 奇 的 研究 成 果 ,读后感 叹 不 已 ,拍案 叫绝 . 

由 于 本 题 妙 趣 无 穷 , 自然 美妙 迷人 . 笔者 最 近 发 现 , 它 还 有 几 个 巧妙 的 推广 ,而 且 证 
法 不 难 , 重 在 技巧 . 

推广 1( 系 数 推广 ) A 与 正 数 x,y,z( 满 足 > 1) 同 序 , 则 

ДӨ" 5:2 22 М 2. _ 2 
moo 
特别 地 , 当 = u = v 时 , 式 (B) 化 为 式 (A). 
证 明 ”由 题 意 知 


А,н,ъ 5j 2, 2, 2 同 序 
Ан,» x,y,z 同 序 | 
“ у „ы, E 


并 注意 到 由 xyz > 1 有 
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Бе o = — 


应 用 切 比 雪夫 不 等 式 有 
Уа - 1) = Уло - А ЭЭУ - 22 L= 
(Ee Eho 22у. У») = 
1000-2720 
Zac- 1) ьо Ф 


此 外 ,由 于 
P - 1)(x2 + у +2) - (a? 1) (а у + 2) = (2-1(02+2) > 0> 


2: 
А(а5 - 22) alx? = Аб =) 


Sty” x= + y. + 2 


1 
== 1 
x = ж x £ О? --) 
5 17-20852 2 + 2 аб? 0) > 三 一 ур» 


2-1 
(20) _ *##-) 
Drt юу 


1 
2-1) 
> 和 > ОЙЛЫ) 
即 式 (B) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 x = у = z = IRKA pv ZZ). 
2 


RCA) 又 可 以 从 指数 ,参数 两 个 方面 推广 为 : 
推广 2 а, В,р,д,г,х,у,: 均 为 正 数 ,是 xyz > 1, 天 有 
558 _ 28 y- 28 _ 
рет: 7 a + m t Фу + r + pi: t = sssi 
显然 , 当 取 p = q = r,a = 2,8 = 1 时 , 式 (C) 简化 为 式 (A). 
证 明 ”由 于 
xPP - 1)(pa° + q + тё) - (38 -1)(pxetap+ qf + rZ) = 


(с) 


е _ ув 2 (у 
PE, ут? Ур 


(x - 1)2( q + r) > 0 
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— T ， 
шө” Ур -5| aP 28 Eor- 2) 
à sp _ 228 2- (y рду Р Dm 

多 -一 多 2 


Http + ду У) ре 
1 
У" Уе Ун)? DF O 


Em > 2 ^ 20е) 
这 表明 式 (C) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 x = у = z = 1( 与 ,8,p,q,r 无 关 ). 
回顾 前 面 的 两 个 推广 ,总 结 它们 的 证 法 技巧 ,我 们 不 难 发 现 ,完全 可 以 将 (B)、(C) 两 
式 珠 联 合璧 成 一 个 优美 的 
推广 3 a,b, À, n u, p.q r, xy z ЖЕЗ, Н xyz > 1,А,н,» x,y,z E] 
序 , 则 有 


20 ET ad] uly’ - у?) s( z - 28) (D) 
ри у дуб + rZ $ QE + r + p * п + pa" „ду > 
等 号 成 立 仅 当 x = y = z = (Sa, B.) pvp q r ER). 


3 


可 见 , 式 (D) 是 一 个 外 形 丰 满 迷 人 的 “ 胖 美 人 ”, 它 的 基本 元 素 是 x,y,z3 个 ,那么 ,我 
们 可 从 元 数 , 参 数 、 系 数 、 指 数 四 个 方面 建立 “一 统 天 下 ”的 综合 推广 吗 ? 
推广 4( 综 合 推广 ) ” 设 指数 a,B > 0, 正 系数 (A1,X42,… sÀn) 与 正 元 数 (x1,x2,…， 


*) ХАМЖ Н [a > Lpp p (3 < п € N) 为 正 参数 , 记 S = Урай, 
S, =S- p > 0(1 < i<n), 则 有 


a “+ De х{^- Da, 
n = Ds PPT EK )=° (Œ) 
0, M A, = А; = = Anpi = pz = … = pn 时, 式 (E) 化 为 美文 中 的 式 O. 
证 明 іш 
@ = изу > 1 


М, = яс» — xD > (n -1)@-э(п- DP Е 
Èn > -DÈ d> 
Da = 9-5" - Ха» > 
-@- 
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ajos - Èd ьо] DL) >0 Ф 
< = £ £ x 


由 于 (AAs hn) 与 (zx1,x2,…,xn) 大 小 同 序 ， 则 (hi, 2， ns) 5 (Cafe, 
а{"-ЭЁ,..., x4"-08) 大 小 辐 序 , 而 与 (zi8,xi8,…,xzp) 大 小 反 序 , 应 用 切 比 雪夫 不 等 式 


有 
Е 位 е |= Хаки - 5 > 


izi Ni 


HÈS- 02 - 


(2) м” - D Ъ) > OUR D) 


У -(1)']=o © 


由 于 
z(a - 1)S - (xP — 1)(рдї*'# + S.) = (z - 1)[4#(5, + ра?) - (рд{*'# + 5)] = 


1\8 
x 
«#(а#-1) 型 -1 x afp = ( z) 
рай! + S, > 5 ә pt" + S; > 5 


(x – 1)25; > 0 = 


a (0л-1)8 _ xfn-DB 


n = Ds |> Aale -人 (二 ] > «йд, >0 


即 式 (E) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 x; = 1(1 < i < п)(® а,В,А,,р ZR). 
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关于 一 道 IMO 试题 研究 的 补 记 
邓 寿 才 
1 证 明 


如 果 我 们 设 a,b,c € R+ ,并 记 
= У)(а2 + 8) = (a? + 8bc) + (b? + 8са) + (с? +8ab) = гуа? +82 у5с = 
(^а) + 6>у5с < (>а)? ЕМЕ > 


再 设 к= 之 Esa + 8bc 
那么 有 
3( аўТ > ST = D(a + вк) -z = © ЧИЛИ) > (Јат > >+ 
即 
а? b? с? 1 
а + 8с * Ы + 8ca © c? + 8ab ” 3 Ф 
如 果 我 们 再 记 
Р Е а 
之 Vaz+8ic 
用 均 方 根 不 等 式 或 柯 西 不 等 式 , 均 可 得 到 
V37 >Р 
因此 ,一 个 自然 的 问题 是 ,不 等 式 @ 能 加 强 成 
P>1 (?) 
吗 ? 
其 实 ,第 42 届 IMO 第 2 题 (由 韩国 提供 ) 即 为 : 
题目 ”对 所 有 正 实数 a,b,c, RHE: 
а b с 
Л воа У вав г a 


а? + 8bc 
式 (A) BIE ABAE” К У О КЖК А, РЕВО УЕ 


料 上 都 有 它 的 证 明 , 但 有 一 定 难度 ,需要 技巧 性 .特别 是 《历届 IMO 试题 集 》( 刘 培 杰 主 编 
-图 - 


AAAH Ooz- 
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以 后 简称 书 [1]) 和 《国际 奥赛 试题 全 解 )( 以 后 简称 书 [2]). 这 两 本 书 对 (A) 式 作 了 比较 
全 面 系统 的 推广 . 笔者 对 式 (A) 也 情 有 独 钟 .偏爱 有 加 , 班 门 弄 低地 作 几 点 补充 . 望 广大 
MERRER EWH. 

首先 ,我 们 补充 一 种 新 证 法 : 

证 明 ”我 们 先 证 明 如 下 结论 : 

ЎА, нур > 0, Н дио = 1, 则 


1 1 
Т+2А *1+2и t 


1 
T= ту?! © 
由 于 
Ф >)(1 +2и)(1 +2») > [](1 +22)e Dl + 2⁄4 + 2v + 4w) > 


1+2>)А +42 уш + ВАЗ +42 A + 421 > 1 + 2272 ИЗИМ +86 


Ул = А+и+ьь3 ® 
式 @ 显然 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 4 = py = "= 1. 
又 因为 
(142A)? = 1440A + А2) > 1+8VA 1 + 2А > М + ВАО 
Га Уп 2 = 
be) Фү [7 ° 
bc) ca) а\3 
Фи) = (8) (8) (5) ) 
P = У) = > Tel 
хула” > 


NAW 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 
A=py=v=l=a=b=ce 
前 面 的 式 O 是 一 个 简洁 漂亮 的 不 等 式 , 我 们 将 它 作 推广 ,为 以 后 备用 . 
结论 1 BER x,y,z ЛЕ хуг > 8. 正 数 4,y,v 满 足 Ayv = 1, 则 


1 gal £ 1 z 3 
l+àx 1+pr 1+ы*^1+1{ 


(а) 
ОТА 
证 明 (а) 等 价 于 
G+ DE + ру) + ог) > ЗА + Ак) (е +1) DU + (иу + uz) + poyz] > 
3[1 + Ух + Diay + ху: ] => 
(t+ DG +22>]Ах + D wy) = 
З +1) + 3D )Ах +32 aye 
(2-2) 2) роу + (24 - 1) >)Ах > 3002 - 0) @ 
易 证 hz > 3(Арохуг) = 31 
27 wy > 3(Анюху:)?® = З 
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因此 式 @ 左边 大 于 等 于 
з (-2) +3t(24-1) = 3002 - t) 


即 式 ORLAR) 成 立 .等 号 成 立 仅 当 = py = r= 1K x = y = z >2. 
至 于 式 (a) 的 再 推广 ,我 们 以 后 讨论 . 


2 加 强 


从 表面 上 看 , 式 (A) 好 像 * 如 钢 似 铁 ”, 其 实 它 并 非 最 强 . 据 笔者 初探 , 它 至 少 有 7 种 加 


强 ,其 中 最 简洁 的 加 强 式 为 : 


加 强 设 a,b,c € Rt, WE 
(B) 


a 


RE b 


а? + 2(Ь + Ы b2+2(c + а)? T 
如 果 我 们 记 式 (B) 左边 为 P' WERA 
ses ° рын” е > P >”! 
因此 式 (B) 比 式 (A) 要 强 . 
证 明 e G = асы = 13а, т = Уа + е?) > 6, 则 有 


Ко 
E 一 一 (应 用 权 方 和 不 等 式 ) > 


а? +2а(Ь + с) 


с 
=L 
è + 2(а + b)2 


Р = > а = 
之 а? +2(Ь + с)? 
$ Е 1 
(5а)? (Уа) f 
{oe + 2a(b + с)? 1а? 227a(b с) | 
1 
а 十 а + с + t+ a + с + от + 
Уа? 43D a(b? + с) +66]2 [3 +22J7a(b2 + с?) + 6m +66 
з +2) alb? + с) +10261 TLl 3⁄+22Ja(Ë + с) +126 
4 
31+ 12т +66 +66)? _ 
[| upa iP рі 
等 号 成 立 仅 当 a = b = с. 


1 
2 


3 配 对 


由 于 式 (A) 足够 漂亮 ,自然 “风流 个 倍 ”, 配 对 的 “情侣 ”多 多 . 


设 a,b,c € В, ДІЯ 


a+b+c (А) 


Ta > 
2 + 8bc + V b? + 8ca + V c2 + 8ab 


证 明 ”应 用 前 面 的 结论 有 
(Xa)? > 3>)(а® + 86) > (У) Уа + 8bc)2=&327a > У) Va? + be 
-@- 


ТЕ 


ЖАЦЫН: c = — 
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>: _ 1 
УУ +86 3 
等 号 成 立 仅 当 a = b = с. 


式 (A) 和 式 (Ai) 的 外 形 结构 有 相似 之 处 .我 们 视 式 (Al ) HRCA) 的 一 个 配对 式 . 
如 果 我 们 将 式 (A) 左边 各 分 式 的 分 子 与 分 母 交换 位 置 . 翻 个 跟 斗 ,就 得 到 它 的 另 一 


个 配对 式 
De 
而 且 , 式 (Az) 还 可 以 加 强 为 
me П( 8) л 


式 (As) 的 证 明 较 简单 ,利用 它 , 易 将 式 (Az) 加 权 推 广 为 : 
设 а,Ь,с ЖА, и,о 均 为 正 数 , 则 


(и + о)х + (u + А)у + (А + #)z > 6/'3(дь + + Аи) 


FEP x,y,z 依次 表示 式 (Az) 左边 和 式 里 的 三 项 . 
RA) 最 喜欢" 的 配对 式 是 : 


设 a,b,c > 0, 则 有 (假定 10bc - а?,10са - b2,10ab - с? 均 为 正 数 ) 


а b 


c 
+ + r 1 
10be -a 10а – 2 V10ab – c 
证 明 记 C = abc,3t = >уа?,Й 
„1 ША 
r= У) = = У) z: > ее ae | 
106 — а? 10G - aà 2 [2>)(106- а?)] 
5 1 
226 +006) (314246) - вс) 
306- Уаз) 7 1306-3) = (106-1 
[1.229 
10G - t |>: 


0<G<t< 106 
等 号 成 立 仅 当 a = b = c. 
仿照 式 (B) 的 加 强 技巧 , 易 将 式 (As) 加 强 为 


а. 三 1 


У == = 
№506 + є%- а? 
а,Ь,с > 0, 则 有 


а b с 


+ + <1 
ба? + 3bc 6b? + 3ca 6c? + 3ab 


(А) 


(Аз) 


(А) 


(А5) 


1 
2 
| > 


(As) 


(А5) 
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式 (A)) 是 式 (A) 最 “偏爱 ”的 配对 式 . 因为 式 (A) THRA) 完善 成 一 个 优美 的 双向 
不 等 式 


а у а Й 
Agara? 0 еы 49 
恰似 “ 微 雨 燕 双 飞 ”. 
证 明 设 x,y,z > 0 满足 xyz = 1.105 = x + y + z,t = yz + zx + ху, > 
3(xyz)22 = 3. 


1 12+4s+1 35 
У-и aya < 0 
| 1 1 1 
25571 = +5+у +2119 Ф 


TAN эзуу < 


* 32 =E 
Фауна) = [ ое tbe 


= УЗ 


ШЫР aK Sl 
等 号 成 立 仅 当 x = y = zƏəa = b = c. 
从 上 述 证 明 可 知 ,如 果 我 们 令 


(х,у) = [5,S.5)Ər, = > <! (A) 
Gy) = (9.8.8) т = У <! 75 
АНТАНТЕ A ио Ө х,у, 均 满足 条 件 及 6 > 2, 则 
nn = s6ə[3) > 
055) 


то 


— 1 .30-2/0 
0. А "зн s 区 
эшлә (8) 


Т) = —— < (Ар) 
中 = 之 ба? + 3(V bc) А Ы š 
(Ao) 便 是 式 (As) 的 “参数 - 指数 " 双 推 广 . 
如 果 我 们 再 设 p,g,r > 0,5 € (0,1) ,那么 应 用 赫 尔 特 不 等 式 , 有 


$ 
(Bp) < 


a # д. а 
Selya + АЛЕ?) = (È ya СЛЕР! 
-@- 
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ЗЕЕ 三 一 


30D S pra- (An) 
这 便 是 式 (Aio) 的 加 权 推 广 . 式 (An ) 还 可 以 再 推广 为 : 
推广 1 BHX n € N, 元 数 ci,bi,ci > 0; 指 数 0 > 2,$ € (0,1),a; € (0,1)(1 < 


i< п) Ba, = 1. 正 参数 1,w,z 满足 hp = 1,p,q,r 为 正 系数 , 则 有 
УЦ зрте? (An) 


а * А 
其 中 n= (азл) "! ы 
提示 :用 m ERA 右边 ,应 用 赫 尔 特 不 等 式 有 


Уо = Уо < По < П» = пл = 
SIRNA Q = s= lp=q=rBasb кезүү Gan) 
由 于 代数 、 几 何 、 三 角 组 成 美妙 无 穷 的 数学 世界 ,因此 ,虽然 式 (Ay) 是 一 个 代数 不 等 
式 ,但 我 们 可 以 把 它 转化 成 一 个 奇特 的 三 角 不 等 式 : 
H a,b,c H ААВС 的 三 边 之 长 , 则 


tan? 4 + а? Ё + tan? 2С > У) —*— Z= = (Аз) 
如 果 未 应 用 递 进 关系 
人 
Durg > > 之 7 二 元 


和 欲 直接 证 明 式 (Al) , 那 是 颇 有 难度 的 ,而 且 式 (Ana) 还 可 以 再 从 参数 、 系 数 、 指 数 三 个 方 
面 去 推广 它 . 


4 “加权 推广 


式 (A) 的 第 一 个 加 权 推 广 为 : 
推广 2 HEKA, А, 与 a,b,c 大 小 关系 同 序 ， "ч 
Аа + A ve 
Ма? + 8 2 + Bca ул хва” 
ШЖ, ЩА = а= а 化 为 式 (A). 
ШН ES = o + b3 + c3 A 


PQ ++) (с) 


4 4 а а а а 2 2 qS p 2 
S? — (a3)? = (b3 + с3)(а5 + a3 + b3 + c3) > 2b3c3 < 4a сі = 8a3 с 


4 
S? > (a$)? + Ва? ьс = а (а? + 8с) Е 


а 
> 
Ма? + 8bc 


Mathematical Oympiads and Mathematical Culture 


Мес? + 8ab Ж 
(应 用 切 比 雪夫 不 等 式 ) > 
1 


4-A aE = ТУА = TG жижа) 
等 号 成 立 仅 当 a = b = с. 
RA) 的 第 二 个 加 权 推 广 是 : 
推广 3 设 a,b,c € R',A,p,v € N. 且 满足 条 件 ас = 1, 其 中 


(a,B,7) =(и+®-2А,›+А-2и,А + р – 20) 
记 S = 和 +A+b 则 有 


àa 
астр >: Фф 
等 号 成 立 仅 当 a = b = c. 
推广 3 还 可 以 再 推广 ,证 明 见 后 面 . 
ACA) 的 第 三 个 加 权 推广 是 : 
推广 4 设 a,b,c > 0,k > 1,4,p,v > 0, 则 有 


( а ) +al 5 ) + = ) > (А!- + д шы) ыыы 
а? + 8bc b? + 8са c? + 84! 7 


(Е) 
ЩА = р =v 时 , 式 (E) 化 为 式 (A) 的 一 个 指数 推广 . 


证 明 ” 记 式 (E) 左边 为 Pi , 令 


а Š с 
(юу) = (уз +8bc Vb? +8са Мс? + ==) 


o<4<1,0<1-4<1 
注意 到 k > l> 


应 用 赫 尔 特 不 等 式 有 
A 


z+ y + z > ARCA) PIP = Az + пуй + uk (А1 + pE + vt 
等 号 成 立 仅 当 
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ЗЕН o = — 


а= = сәх = у= = 


5 ”参数 推广 I 


最 先 建立 式 (A) 参数 推广 的 ,是 陕西 师 大 罗 增 颂 老 师 . 
推广 5 设 a,b,c € R' ,参数 k> 8, 则 
下 
а? + kbe Vb + ka Ус? + kab I+ 
式 (F) 的 美妙 是 一 看 便 知 的 ,许多 相关 数 奥 资料 上 都 有 它 的 漂亮 的 初等 证 法 ,如 书 
[1] 第 449 页 . 
如 果 我 们 记 式 (F) 左边 为 PL, 3440 < k < 8 时 ,有 


P, = У) —% p 1 
ç оок ак > 
因此 , 式 (F) 可 以 综合 为 


(F) 


10<k<8 
">| 3 (Е) 
р 
关于 式 (F) 的 证 明 , 据 笔者 初探 , 近 10 种 之 多 , 现 选 列 几 种 最 简 妙 的 证 法 ,以 抛 砖 引 
证 法 1 从 书 [1] 有 结论 
(a + b + c) > a + b? + с? + 24abc Ф 
记 m= тәге, G = abc < m 
应 用 权 方 和 不 等 式 有 
1 (5а)? 
а a"i 
Бе 2 之 (а? + Вас)? > рт © 
[252222]. Ха? + Mabe + Mabe т +86\ Ф 
Ха? + 3kabc Уа + aksa + 3kabe m + kG 
从 式 © NI, Е (Р), НЕ 
š 
(ie `> + Ю(т +86) > 9(т + kG)O, @ 
(т – G)(k-8) >0 @ 
由 于 [z ет - 0-9 =o 


MERER, R) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a = b = c. 
-@- 
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证 法 2 #л=3//1+®ЕҖ 


шый = ҮТ үсүе 
Ма + Бе |2715 ku 
y= — Lipsa 
М + ка | 8 
x: с l j zp 
KRETE 2 с? 
人 点- D- D( 点 -D = PS @ 


(ху)? = (1 - <2)(1 - у2)(1 - 2) = 
1- 22 + Dx) sl + В) (а) = 
1- (Dx +20]: + У) 
iË : = (ayz) ,假设 
P, = x+y+z = ух < Ачэ(1 + Er? > 1- А +22 уу: + 2222 > 
1-4% +6 + За Р)? > 1-4°+6 +3 = 1- TT +6 +3025 
(1+ k (É – k + 1) -3(1+ k) - 6(1 + k)t - (k - 8) > 0> Ф 
(2 k+ DEC + k): -3[(1+ ki -60 + К) + kt] - (1+ k)(k - 8) > 0 
Са +k): ОСА + ВРО k+ 1) + (1+ k)(k-8)t +(k-8)0+k)]>0 @ 


QEÈ k - ВО - k+1>0>0(+k -1> 0 @ 
= 13 =. А 

Ji > A > A з” 

3 хи >А>»х+у+г:>0 @ 


Жул + y+ z > 37 xyz 矛盾 , 故 假设 zx + у + z < 74 不成立, 因此 只 有 
P=x+y+z>A=3/V1l+k 
即 式 (F) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 


x=y=zəa=b=c 


证 法 3 仍然 记 : = (xyz)”. 由 证 法 2 并 假设 
O<x+y+z<3⁄/l1+k 


= 0 < x +y +z < lal- (x + y + z): > 0>(1 + IP) = 
k>8=3⁄/Vl+k<1 | 


1- (25) + 2722 +22 уу: > 0 
Dpr +2) уу: > 3 + 6iS(1+ P) > 37 + 65 
(1+ k)? -31 -6 > 0 一 @ 


At = 9+24(1+ >) < 0 
矛盾 ,因此 假设 不 成 立 . 从 而 只 有 
-@- 
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ЕЕ o = — 


P, =x+y+z>3⁄Vl1+k 
成 立 , 即 式 (F) 成 立 .等 号 成 立 仅 当 


x=y=zəa=b=c 


证 法 4 仍然 记 : = (zjz)23. 由 证 法 2 有 
Па - 22) = Playz) T = | ](9- 9з?) = (9k)2 (xyz)? 
如 果 
O< P, = x+ y+z <3⁄Vl+kƏ9 > (1+ &)( > ух)?=У9 - 922 > 
(1+ k)X21x) - 92 = 
(k-8)< + (1+ k)O2 + 2) +2(1+ k) Xyz > 
(k - 8)а2 + 201 + k)yz +6(1 + К) гу 
T = [](9-92) > [1006 – 8) 2 + 201+ k)yz +60 + k):] 
(应 用 赫 尔 特 不 等 式 ) > 
[Ck -8)t +2(1 + k)t + 6(1 + k)tP = 
(9kt)? = (9k)? (ayz) => 
T > (9k)? (xyz)? 
这 与 式 @ 矛盾 ,所 以 假设 不 成 立 , 因 此 式 (F) 成 立 . 


证 法 5 接 证 法 4 中 的 式 ЖЯ 
9-9х? > (k -8)a? +2(k +1)уг +2(1+ &) > yz = 

(k - 8)x?2 +2(1 + k)(2yz +2x + ху) > 
(Е-8)х? + 8(1 + k)[(yz)? + zx + ху]! = 
(k - 8)=2 +8(1 + k)[(zyz)2- уг]! 

Wt = xyz, 并 注意 到 

(k-8)+8(1+ k) = 9k 
应 用 加 权 不 等 式 ,有 
9 942 > (k ЕЧ 8)х? +8(1 Ф к) (12у) > 9k[ 206-8) Е: (12 уг)20+0 Ja 


同 理 可 得 9- 9у2 > 9k[ у20-9) + (tza) 19k 
9 - 92 > 9k[ 1-9 . (ху) +) 9 
于 是 T = 09-92) > (96)3(020-9 . (16. Pya = 


(9k) = (9&)%( хуг)?—>Т > (9&)9( хуг)? 
这 与 7 = (94)3(xyz) 矛 盾 , 因 此 假设 不 成 立 , 从 而 式 (F) 成 立 . 


6 “参数 推广 H 


现在 我 们 再 建立 式 (A) 的 新 的 参数 推广 . 
-图 - 
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在 推广 5 的 基础 上 ,我 们 有 
推广 6 a,b,c > 0,$Җ k 8.4,y,v > 0, 则 有 


а+д b+ и c+ 3 
> (1+ 0) (С) 
air kbe МЫ а V + kab E+ 
2 
其 中 q = ©З +Ун+У) >0 


3(a+b+c) F 
显然 , 当 = py = v = 0 时 ,@ = 0, 式 (G) 化 为 式 (F). 
证 明 EF k > 8, 并 记 S = a+ b+ c. 


(>) Ма? + Ње) < 321(a2 + kbe) = ЗОЎ) а? + КУ) be) = 3152 + (k - 2) bc] < 
35° + 3(k-2)5] = (k DS 


D Va? + kbe kbe <V1l+k: 55Р, = У) < аА. 


Ма? + kbe 
а 5 À > pH 
B F 
È == + D gr (应 用 式 (P) 柯 本 不 等 式 ) > 
3 СА) 3 COV 
г 2 Valt е VIi+tk l+ kS 
т = +Q) 
等 号 成 立 仅 当 a = b = АРИ = р = о. 
有 趣 的 是 ,如 果 我 们 在 式 (C) 中 取 
(А,н,®) = (18,128,138),10,›,1; > 0 
则 可 得 到 一 个 有 趣 的 结果 
` 15 
У АС > Aala + n + b] (G') 


可 以 说 ,推广 5 中 的 式 (F) 非常 娇艳 迷人 ,现在 我 们 再 将 它 打扮 得 更 “花枝 招展 ”. 
推广 7 设 a,b,c > 0,А,н,» > 0.1 + # + ç = 35. 


Pani y e= =e 
а? + Абс b? + рса с? + vab 
1,0<5=<8 
则 Р, > 3 (H) 
—— 
V1l+5 я 
显然 , 当 X = jy = v = 5 = ktt, (Н) 化 为 式 (F). 
证 明 ”由 于 
1 „1 
oy a _ a"? : (Za)n2 5 
5 Ма + Ас _ 之 (а + Аа)? > [> (a + дас)? ` 


ЧЕН = 三 一 
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Za” (Eiaa 


(а? + 35а5с)!2 > ( Уаз + 35а5с Ф 
(1) 显然 当 0 < S < 8BF,# Р, = 1. 
(2) М5 8, іш; = +> > abe; 
КЕ (Н), ДИДЕ 
Уа? + 24abc 2 3 A 
Da + 35а) ” l+ S 
га Ваве > s(t + 8abe)(1 + S) > 
9( + ЅаБс) lS – 8)(z — abc) > 0 
上 式 显然 成 立 , 逆 推 之 式 @ 成 立 .结合 式 O 得 式 (H) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a = b = 
с. 
进一步 地 ,我们 又 可 将 推广 7 加 强 为 : 
推广 8 a,b,c > 0, 正 参数 ,psp АЕА = t > 8, 则 有 
P, = 8 + Š + © > 一 a) 
a? + bc b? + иса c+ vab Vitt 
这 是 因为 
8 三 上 三 SS = 3 
шил VI+” VI+S 
证 明 ”我 们 设 正 实数 x,y,z 满足 
xyz = k' > 8@ 
则 书 [2] 第 159 页 有 结论 
1 十 20 . > 3 ® 
Ка Fie y 1+2 Vl+k 
RERA, u,v > 0,xyz = 1,Ң t = YNw > 8, 则 
(Ax)(ay)(sz) = ñ > 8 
这 样式 @ 化 为 
1 1 1 3 
ror Гару. I+” 1+2 xs a 3 @ 
=P, = m > -一 一 
再 令 (zy,z) = [5.59 а? + Mbc е? 
等 号 成 立 仅 当 x = у = гаа =b = c 及 1 = n = s= t. 
如 果 我 们 再 令 
бозуй (5 ra g) 
2:3) = а° Ы’ 2 
2 2 2 
和 (2,7,3) = (ts) 
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便 又 得 到 式 (D) 的 两 个 配对 式 
У) ЕЕГ s: š 
Ма? кА Virt 
a 3 
2 A о) 
由 于 式 (B) 是 式 (A) 的 一 个 最 简洁 的 加 强 , 它 也 有 相似 于 推广 7 的 推广 形式 吗 ? 


推广 9 设 a,b,c > 0,А, yp, v 为 正 参 数 , 记 3S = À + # + v > 6 满足 条 件 
(45 + 1)/3 > max(à, p, v) 


(1) 


则 有 
а + i + © > 3 (p 
а?+А(Ь+с)? Vb + р(с+ а? ус + (a +b) 45 +1 
证 明 RIEG = abc,3t = D, WA t > G > 0. 
WRO) 左边 为 P' ,由 已 知 有 


45-3А+1>0 
145 +1) > шах(А,н,ю)=›\45-3Зи+1>0 
45-3»+1>0 
并 注意 到 >)(45 -3A +1) = 125 - ЗУЈА +3 = 2S-9S+3=3S+3 
于 是 


+} 
P= а = >) a2 A 
02 а +А(Ь + с)? 之 а? + Àa(b + с)? 


„1 
a!*2 ° 广 和 不 等 
之 [а? + 2А6 + Àa(b2 + 22 ЛЖ 和 不 等 式 ) > 


% 1 
(Уа) Уа + 30)а(0 + с) +66]? 
(X la? + 2А6 + alb? + с2)])2 1 Уа? +656 + У)ла(Ь + с) ` 
4 1 
мазни зар @ 
3t + Daa(b? + c?) + 6SG 


WERC) ,只 须 证 
(45 + 1): + >уа(Ь? + c?) +2G] > 313: + 656 + Dalh? + o © 
(45 – 8): ~ (10S -2)G+ 27[(4S -3A + 1)a(b? + с2)] > 0 @ 
式 @ 左 边 (注意 5 > 2) > 
(45 - 8)G - (10S - 2)G + DI(4S-34+1):26] = 
(45 - 8)G - (105 - 2)С + 2(3S +3)G = 0 = 右边 
因此 式 @ 成 立 . 从 而 式 (J) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a = b = 及) = 人 = r= S>2. 
另外 ,如 果 我 们 设 正 参数 ,wy 满足 7 Apwv = t > 2, 又 设 
Cr > T(S) = өз 
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БЕ oz- 


Ох). Сау) * (sz) > 8( 应 用 前 面 的 式 Е 
> 


кейс ы Ж... 
хле» ПРУТ 


` 


а 25.235. 
i тж 
RO) MARO) 的 加 强 式 .等 号 成 立 的 条 件 一 致 . 


7 БЕ Ш 


RO) 也 有 配对 形式 , 它 是 式 (Ac) 的 推广 : 
推广 10 а,Ь,с > 0. 正 参数 ,pv 满足 + 六 +u = 385, 且 


as -1) > max(à, g, v) 


Q) 


тіпіА(Ь + c)2- а?,и(с + а)? – Ь2,0(а + Ь)?- с} > 0 


则 有 
3 


Т, = = + š + = > 
Alb +c) -a Vu(c+ а)? - vla +b) 2  /4S- 1 


提示 方法 技巧 和 记号 同上 . 须 证 

3t +6G +32 a(b? + с?) : 3 

121220, e) ose - 31 > 4521 
lt +2G + Х)а(2 + e2)](4S - 1) > 
3[ Daa(b? + с2) + 6SG - 3:]Ə 
(45 + 8)t - (105 + 2)с + >)[(45 – 3А - 1)a(b? + с2)] > 0 
XQD Z > 
(4S+8)G- (0S+2)G+2G2](4S - ЗА - 1) = 
(45 + 8)С - (105 + 2)G +26(35 - 3) = 0 

从 而 式 (K) 成 立 .等 号 成 立 仅 当 a = b= c 及 =py=v=5S>1. 


下 面 我 们 建立 式 (F) 的 一 个 指数 推广 . 
推广 11 设 a,b,c >0,k>8,mE€N. 记 S = (k+1)”-1, 则 


(K) 


3 
i (L) 


a b с 
Ma g Sbe)" ` УЫ" + S(ca)"” ат + S(ab)" ” VI 
显然 , 当 取 m = 1 时 , 式 (L) 化 为 式 (F). 
证 明 ”我 们 只 须 证 明 当 2 < m € N 时 的 情况 . 
设 x,y,z > 0,Н xyz = 1, 应 用 推广 8 证 明 中 的 式 @ 有 
La шу р Г o 
1+ kx 1+ ky 1+ Е 1+ А 


设 
-图 - 
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(1+ А)" = 1+ p.m 22 @ 
其 中 p = Ўра) = DGH) 
= 1 
注意 到 S= Ук = (1+ 6)" -1 
= 


应 用 加 权 不 等 式 有 
р> зр) = S 


其 中 6 = тури > 1, 于 是 


i=l 


Е шы) 


мю =- X z ь У) L, 
т 2 s= > > 1+ 7: 


由 于 хуг = 13252 = 1, 


фсуһ (сау афу ` a з 
ЕАС С D) 22 > Nn A 


等 号 成 立 仅 当 a = b = с. 
8 ”元 数 推广 


关于 式 (A) 的 元 数 推广 , 书 [1] 和 书 [2] 建立 了 一 系列 精彩 美妙 的 定理 .认真 学 习 了 
之 后 ,不 难得 到 漂亮 的 推论 : 
推广 12 п, п,ЕЄМ, пе 3,2 = теп - 1,6 п" - l,a > 0, X. 


аы = аА = алатан = 1,2,7 n) W 


а; п 
= M 
> АЫ УГЕ м) 


等 号 成 立 仅 当 a = az = = an. 
推广 13 а> 0,4; > 001 <і<п;3 <пЄМ№),2 <тЄ М, (А,| la} 两 序 
列 大 小 关系 同 序 , 记 С, = ap aiiai a, (ЁТЕ ao = 1),0 = (п – 1)/ (т + пт!) M| 
有 
n да!” 1 л 
二 一 二 一 一 > 一 > ii N 
ЭК кечет > „21 Ою 
提示 : 记 式 (N) 左边 和 里 各 项 为 Mai(1 < i < п), Ва s = 272, 
各 
由 书 [2] 第 155 页 有 结论 
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ЭЧЕН C = — 


xi > 0/5801 < i < n) > Ад A/ 5» A, > 124 
< = 
(应 用 切 比 雪夫 不 等 式 ) > 
OD DS > ТУА 
人 = = 
在 推导 过 程 中 ,我 们 会 发 现 , 当 
0 = В = (п - 1) Д (п -= 1) п!) 
时 , 式 (N) 仍然 成 立 . 


9 引 理 


为 了 建立 更 好 的 综合 推广 ,我 们 先 准 备 几 个 引 理 . 
引 理 1 设 m,n,k€ N,ai > 0(1 < i< n) iE G = (а), 


Za)" > Dar + (n" п)" (а) 
WA >п = 1 时 式 (a) 显然 成 立 . 当 nm > 1 时 ,我 们 固定 n, 对 m 施行 数学 归纳 法 . 
G) 当 m = 1 时 , 式 (@) 成 立 ; 
Bn >2,m = 2 时 , 记 У) ЖУ), I] 为 1], 那 么 


(ау = Ў +2) Ф 
&1 тл 
又 
2X аа, > 200144)" = n(n а) 20а = n- 1) = 
ЕП 
n(n- оса) = (п? - n)G— 
гл 
(Ха > Ја + (п-п) @ 
1-1 ГЕП 
ШМ т = 2 时 式 (a) 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 а, = az = = a,. 
(2) 假设 当 m = kit, (а) 成 立 , 即 
(Cans yuta (па) @ 
= ey 
等 号 成 立 仅 当 а = az = = ал. 


那么 当 m = +1 时 ,应 用 式 加 有 
Èa) = (Ја). (Ја) > [Dat + (at - n)a) = 
Datt (пс а) (Ја) + M > 
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Уат + (пе - п) 6 + (nG) + М = 


Уан. (вн п) + M . © 
其 中 
= EDZ a) - Dath = Dais AE ao = 1) © 
а “+ aiat aint allign) 
(n = 1) (ага; ү saD 
(a(S ) ECEN jas 
M= Dabs, >(п- Deal (Xa) )> 
па-ра)" 2 
п(п - 1) 681+ гез = n(n - СКА Ф) 
(De) >» 
Улан + (пк n?) + п(п - G = 
Уан + (п п) сі"! © 
HD3 m = 上 + 1 时 式 (a) 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 ar = аз = = а,. 
综合 (1) 和 (2) 知 ,对 任意 m Є N, 式 (a) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 al = aa = = ax. 
书 [2] 介 绍 了 陈 计 、 王 振 老 师 的 研究 成 果 ( 见 书 [2] 第 157 页) , 即 从 指数 方面 将 引 理 1 
推广 为 : 
引 理 2 Rx €R (i = 1,2,-.,n),r € R,r > n/(n - 1)(2 < n € М), 
(дб > Dais (w = л) (8) 
其 中 6 = По". 
其 实 ， 下 理 2 还 可 以 再 以 系数 方面 推广 为 : 
引 理 3 m,n EN, A ENa > sisa), iBS = 272 € N,G = 
Gla 
Сла)" > San +(5 - S)C (у) 
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ЖЕН 三 一 


等 号 成 立 仅 当 @1 = oa = = a. 
ЩА = 1(1 < i<n) 时 ,S = п, (у) 化 为 式 (a). 


а ie p, = Plaas M) P, PEA ад аз, Ка, S = 2А, 


个 正 数 ,排列 为 集合 
Р, = thsb kÍ 
应 用 引 理 2 有 r > 505-1), B. 


G= di ь)!/5 
izi 


Ee > PIE (S - 5) (ЎА) > Daal + (S - S)C 


等 号 成 立 仅 当 Жылын ашаса н Еа 
引 理 4 设 0 < a 三 十 或 a = 1, > 0(i = 1,2,7, n), xxr an > ne 1, 则 
h i п 
Ит ааа н 


证 明 见 书 [1] 第 652 Ж. 
10 ”综合 推广 
现在 ,我 们 应 用 上 述 引 理 建立 式 (A) 的 两 个 非常 漂亮 的 综合 推广 
推广 14 设 3 < n€ N( 元 数 ),r > s/(s ООН) k € N( 权 系数 ), € R' ( 参 
数 ). 记 5 = Dk € Na = Ада іп), с = (а), 


1421 1,0<4< 5! -1 
5, карті s (0) 
= > s: 
Б Уа + AG Arpas- 


证 明 根据 加 权 不 等 式 , 记 式 (0) 左边 为 P(X 有) 及 4 = X kai > G M 


(kei) + 


P,(à,k) = > Gat + kG ) -应 用 权 方 和 不 等 式 ) > 
(карен 
各 
С) (каг + AG) TD 
< 
š 2. w 
| Ска) Г Сат 
Ука! + СУЎ, St + SG 
= ЕП 


(应 用 引 理 3) > 
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Ую +(5-5)с| (есу 
gt De о 
St + SG t +: AG. 
(1) 340 < à < S -1 时 ,显然 有 
Р„(А,Е) > 1 
(2) ЩА > 5 Ин; 我 们 只 须 证 
1+ (S -oli 
[ savea, > уе © 
(1+ А) + (S! - 1)G]> 5 —!( + АС) 
(1+ А) + (1+2)XS-1- 1)G@G > tS- + АТС 
(А +1- 571). - (à +1- S1)G > 0 
(А +1 51) (0- 6) >0 @ 
式 图 显然 成 立 , 从 而 式 @@ 成 立 , 因 此 式 (0) 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 ai = а = = as. 
式 (0) 还 可 以 再 加 强 为 


推广 15 设 o >0hi>o0hENI<i<n2<nceN,g9>2, 记 S= У, 
#1 


с = (а, = А - жая = 1, 则 


Za > HA 2 
证 明 设 9= 1/a >2 [Ix = 1,2' = (Ао > п? – 1,0] 
л гл 
Па, = А >n -1 
гл 
应 用 引 理 4 有 
ч 1 п 
立刻 > 万 Е 
ЗА € N,S = D ki ЯНА 2 的 推广 技巧 有 
П =1 
А = (T laky 5-1 
<и ki S 
эта JITFA © 
G 9 
令 а = [£ 1 <i<n 
于 是 有 
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ЗШЕ c = — 


Il = [A(S T = isq lap? + Пе 5 С =1 
式 @ 化 为 式 (P) ,等 号 成 立 仅 当 al = аз = = a. 


11 ”配对 推广 


在 上 一 节 的 引 理 4 中 , 取 a = 1, 并 设 > n = ТЕЙ а (п) < i < n) 
立刻 得 到 一 个 漂亮 的 推论 : 
推论 设 x > 0(1 < i<n;2<nEN) 且 [|x = 1, 则 有 


` 


1 
Dira- Dx. > 1 (а) 


取 = 3 时 ,我 们 在 本 文 开头 应 用 它 给 出 了 式 (A) 的 新 证 明 . 
式 (a) 的 配对 式 便 是 


引 理 5 ik. > 001 <i<n2<neN) 且 [Ts -1, 则 有 


3 1 
< n+l1+x < (b) 


当 取 n = 3 时 ,我 们 第 3 节 中 应 用 它 建立 了 式 (A) 最 漂亮 的 配对 式 (A) ,并 完善 了 式 
(А). 

从 外 形 上 看 ,(a),(b) 两 式 确实 大 同 小 异 ,非常 相似 , 恰 如 一 对 “双胞胎 ". 式 (b) 最 早 
出 现在 朱 华 伟 与 钱 展望 的 (数学 奥林匹克 试题 集 》 中 , 其 证 法 新 异 别致 ,颇具 特色 . 为 了 
不 分 散 精力 ,我 们 将 它 的 证 明 留 在 下 一 节 , 而 仿照 前 面 引 理 3 的 推广 技巧 ,将 它 推广 成 : 


引 理 6 设 x >0,kEN1l<i<n;2<n€ N), 且 满足 条 件 ]] ak = 1, 则 


Del (9) 
其 中 s= DhEN 


应 用 式 (e) 可 将 式 (A) 的 配对 式 (An) 推广 为: 

推广 16 设 3<nEN,2<mENkEN,a>0hi>0.0> тнай Грак = 
LIES =D k X ani = a;l < i< n), WE G, = Canianz annA] (EA #1, 
则 有 


kia; 
уте =: D 
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Щй п =3З, = k = l = 1,58 = 3 时 , 式 (Q) 化 为 式 (47) 的 等 价 形式 . 
证 明 Фа = (Сла) іп) AT aa) = САС) = 1 再 记 
у = (8-1 + Ад) (1 < í < n), 应 用 引 理 6 有 


Ую «1 ° 
注意 到 
vo Уш 
бэлеб< 1 < Е Ë sP «фә 

А ; 

< IÈ у ni «7592 

ч, ka, i 

VS ar па 
š ka, 


Уе -al 4 A] < 
等 号 成 立 仅 当 a) = az = = а, Ар = À> = = А, = 1. 
如 果 我 们 仔细 推 项 引 理 5, 我 们 发 现 式 (Q) 还 有 一 个 “伙伴 ”: 


推广 7 а> 0, > 0,0201 іл <пЄм), На = 1,0 > 1,80 
гл 


t= (Ua, G, = (Airiai? lism) "(2< m < n) Ж а= a,(1 < i < п), 
1 


则 有 
а, 时 (в) 


“ICE ES: So 

M n = 3,1 = t2 = їз,А = А = Аз = 1 时 , 式 (R) 等 价 于 式 (Ay). 

仔细 观察 (Q) 和 (R) 两 式 的 “容颜 " ,我 们 发 现 , 它 俩 只 有 一 点 点 细微 的 "区别", 真是 
一 对 “双胞胎 ”. 

нй Ф = (ÊA 

Гл, = (Tho (Ta) =1 
Wy = (n - 1 + Аа) іп), ВНЗ 5 9 
Èr <1 © 
i+ = a € (0,1)( 因 9 > 1) ,应 用 赫 尔 特 不 等 式 有 
Уи = Èn . (È ri) < (Èa 
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Зая o = — 


Soara Èr усэ 
gl 
SA 
等 号 成 立 仅 当 al = а = = а, ЖА = x= = А = 1+- th = t= = t. 


推广 16 和 推广 17 中 的 基本 元 数 |a1, а, 7", а, (З < n € М) 只 有 一 组 .如 果 我 们 应 
用 赫 尔 特 不 等 式 ,可 轻松 地 将 它们 推广 到 组 基本 元 数 | ay} 的 高 度 : 
推广 18 设 元 数 3 < n € N, 组 数 k€ N,2 < m € N,ay > 0;Ж k, € N, 参 数 


м > 0, 指 数 0 > l,a Є (0,1),Н 2а; = 1, [ [à} = 1.105 = 27k ES au = а, 


š k 
бу = (араарар) "Q < i s nl је vael S) =1 


——— < < < 
Es = ужат < ° < n,l < j < k) WE 
Sad les <1 (5) 
同 理 , 式 (R) 也 有 类 似 的 再 度 推广 形式 . 
12 ”尾声 悠扬 


(1) 将 上 节 中 的 式 (a) 和 式 (b)“ 珠 联 克 合 ", 就 可 统一 成 一 个 有 趣 的 结论 
设 正 数 1,22,…,24 WET [4; = 1(2 < п € N), 则 有 


Хт; Er Nri (a) 


Sl+(n т 


BA, n = 2 时 ,Ata = 1, 式 (d) 化 为 等 式 


1 1 
TA TA 
因此 式 (d) 等 号 成 立 的 条 件 是 :n = 2, 或 当 )M = А = … = in = 1(3 < n €N. 
(d) 可 以 加 权 推广 为 : 


Wai > 0,6 ЄМІ<і<лп,2<пЄ м, H| lak =1, 记 S= ГГ 
гл 5 


P O k 
Ère ЮА? >1> 0185р (е) 


(2) 我 们 知道 , 式 (e) 成 立 的 先决 条 件 是 式 (d) 成 立 ,而 式 (d) 成 立 的 条 件 之 一 是 : 
设 正 数 41,42,…,2 WET Là = 1, 则 


pe | (b) 
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让 我 们 先 欣赏 朱 、 钱 二 位 老师 的 绝妙 证 明 . 
证 法 1 RNS 


=] = 0 


Ца-1 28 
гл 
H Adz An 中 有 上 个 数 大 于 等 于 n - 1. 
(1) #62 2,9 
7 1 k п- Е 2п-Е 2п-2 
= 0 тру «асга (9271) + I 2022 2122-1 
(2) Æ k = 0, 则 对 任意 1 < i,j < n 有 


Aj < (п -PaA <n-1l 


ү = es,x € R 


记 
1 
ДӘ нести ө D 
E + f(x2)] = fË > зу, @ 
1 1 I 2 


n-l+en *п-1+ез S Рак 1 „еы 
(е# -ez)z[(n - 1) -earo] > 0 
可 见 式 ORL, Sa) 是 上 凸 函 数 .根据 琴 生 不 等 式 ,有 


T, = Уб) < = а а р а 1 


п 1 15), 
п- 1 + еп 
(3) k = 1, 不 妨 设 1 > п - 1. 根 据 琴 生 不 等 式 有 


т. = 1 я п- 1 Ж 1 + 站 
"s n-1+Àh n+ Va, nl+tA nl+a T 


因为 


1/(1-лп) и 
1 А In 1+, > (п АРТ +16 


Тее клу асад 
(n -2) + À > (п - ПАВ @ 
WA = 11, @ 4k 
п-2+"—1- (n - 1)t > Обе - 1) - (n - DG: - 1) > 0 
(= 1) 02 a 2 4+1-(n-1)] > 0( 注 意 : = 47"? > Ca- O 
G(-D[(n-1)-(n-1)] = 0 
即 式 O 成 立 . 
综合 上 述 , 恒 有 T, < 1, 等 号 成 立 仅 当 ) = À> = … = 2, = 1. 
下 面 我 们 给 出 式 (b') 的 另 一 证 明 . 
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Чин o = — 


证 法 2 (1) n = 2,3 时 ,我 以 前 已 证 . 
(2) 当 n =4 时 , 设 

T, = Q,/P, @ 

记 从 X14,42,…,2 中 每 次 取出 i 个 数 的 积 之 和 为 5:(1 < i< n) W S, 中 共有 Gi 项 , 且 

So = 1,8, = ААА, = 1. 
应 用 平均 值 不 等 式 有 
Si = БАА, > G LAr a a] = 
Cidra) = б 
P, = [|(n-1+à) = (n-DD"+1+ on- D": S @ 
0, = Ў 1жас) а E ба EEDI TEAN = 
; 


a-l 


n(n = D)" + >) © 
其 中 系数 
ti = (n- Dl(nG/G) @ 
设 
P, - Q, = R, - [(n - 1)" - 1] @ 
R, = Sn Dri s,s @ 
Sn De- ol = Sn Di [(n = DG: аса = 
а а -DG - (a - DGI = SL- DGC - D> 
SD DD SD = (a = D"! -1a 
R> (n - D"! - isP, > 0,əT, < 1 
等 号 成 立 仅 当 ) = 22 = А, = 1. 


这 样 , 我 们 证 实 了 式 (b') 成 立 ,从 而 证 实 了 式 (e) 也 成 立 . 
(3) 对 于 条 件 X142…X4。= 1, 我 们 发 现 , 比如 当 n = 2k(k € М) 为 偶数 时 ,可 以 取 


Ai = Ар = тб =à, = r> Oden = ° = Аң = Í > 0, 则 有 
2 sa 1 
>, = 之 天 =2(r +) 
ШЖ п = 2k + 1 为 奇数 时 ,可 以 取 


À, = ° = Аа = г> 0,А = Làng = = А = 
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则 有 Da- Di -tolai 


这 一 信息 暗示 我 们 , 如 果 将 式 (b') 中 的 已 知 条 件 X142…X。= 1, BENDA: = 


D L RRO) 还 成 立 吗 ?如 果 成 立 ,这 一 现象 名 不 更 有 趣 吗 ? 


证 明 RME 
S= Das DisS = DDE) SS > n @ 
如 果 
> 1 
Т = дәл туд?! © 
由 
< ^ 2 2 
Dt ya h> a l se 8 
ТП Е п-1+А Уп ly п -п+ 5 
H OAR G 知 ,应 有 
2 
“пуз? HSan 
RIRO ШЖ. 因此 假设 T, > 1 不 成 立 , ATRO) 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 ) = 


Аз = S = 1. 
(4) 最 后 ,我 们 将 式 (A) 的 第 5 个 配对 式 (As) 作 几 个 推广 . 
推广 19 设 a,b,c > 0, 正 参数 p,g,r 满 足 pgr = m° > 1; 且 使 pic - а?, дса - ?, 
rab - с? 均 为 正 数 ,4,p,v 为 正 系数 , 则 
(uena ‚(+405 , (А е > [| PG +1 + м) (А) 
pe-a Va-D Утар сд т- 1 
证 明 ”我 们 令 


a b с 
(кюу) = [Z — а Уса — b? V rab — зс ч 


1 1 1 bc b 
>: + DG: + D +1) = (p aaa D 2) = т 


Уу) 


1 1 1 
т > (a + Dm > 让 + 一 人 > 而 一 


> аьр = У) (и + v)x( 应 用 杨 克 昌 不 等 式 ) > 
Е = 


2V (D1) (2252) > AE w R = 
2[3( 2716) Г) > 2{3( 5] в)/(т - 1)1'2 
等 号 成 立 仅 当 a = b = с,р= q = r, À = # = e = m > 1. 
-@- 


数学 奥林匹克 与 数学 文化 


“JAH O = — 


(АР!) 式 的 配对 形式 是 : 

推广 20 a,b,c > 0,p,g,r 为 正 参数 ,X,y,v 为 正 系数 . 记 S = Аки + о, ДЕ 
т = (ра) > 1, (ас)? = (abc)5, 且 使 pbe - а?, дса – Ь?,гаЬ -2 均 为 正 数 , 则 
有 

Аа yb ve ÀàÀ+y+v {21 
бес" Za АМ ҮҮ ай т-1 (8) 
证 明 ”记号 x,y,z 同上 .再 记 
G = (у) 


于 是 有 
Beis рр) = (h, ПТП = ПС + s 


* 


m= 了 (二 2+ 1)5 ОЛАРА) > 在 + 1 一 


m 7 = >))z( 应 用 加 权 不 等 式 ) > 
-a 
vs _ A+p+v 

5011)" = 5С > asi 


等 号 成 立 仅 当 a = = c,p = q = r= m>l. 
(5) 上 面 的 推广 19 和 推广 20, 还 可 以 再 从 三 个 基本 元 数 a b, c 推广 到 n 个 基本 元 数 
al a2, y an 的 情形 : 


推广 21 а> 0,р; > 0,4; > 0,108; = Èa - Ат = ср)" > 1, 量 使 


PGi- а > 0(1 < í < n3 s n EN), Hh G = 210270 д = Thoi ), 则 
Е А 
有 


rr "бше ту ору 


当 n = 3 RAR) BAFRA). 
相应 地 ,推广 21 可 以 推广 为 : 


推广 22 设 a;>0,p; > 0,4; > 0,105 = Sa Віж 
imi 
m = (] 1805 > 1([1аЮ" = Са) > ат! 


其 中 G = STMG < i < n,3 < nE NN), 则 有 


yea s= (Ali) 
11 "Z pG; = ат Ут 1 x 
(6) 我 们 在 第 4 节 中 的 加 权 推 广 中 ,虽然 建立 了 式 (A) 的 三 个 加 权 推 广 形式 ,但 应 用 
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杨 克昌 不 等 式 建立 形 如 推广 19 ЗК (АР!) 一 直 是 我 们 的 期 望 ,而 至 今 却 尚未 建立 起 
来 . 
首先 , 杨 克 昌 不 等 式 指 的 是 : 
杨 克 昌 不 等 式 BA, u,v 和 x,y,z 均 为 正 数 , 则 
(и +ь)х + (о + А)у + (А + ин): >2/ (ро + m + Аи) (уг +z + ху) (+*) 
等 号 成 立 仅 当 A/x = р/у = 0/2. 
略 证 ”应 用 柯 西 不 等 式 有 


Уа +2V Оа) О) = 
Уа + / (226) (22252) < 
[D+ Уо) + Dmh = (Bx) 
СХА) к) - Dar > 2/ О) Ја) 

(и + о) > 2/ СОЎ) 7а) 

КИИ (gej AE 


等 号 成 立 仅 当 ку (Em)? y7 

其 实 , 式 ( x* ) 还 有 变形 .加强 和 推广 . 

为 了 应 用 式 ( * ) 来 建立 式 (A) 的 加 权 推 广 , 笔 者 曾 颇 沉 “踏破 铁 鞋 无 觅 处 ”“ 山 重水 
复 疑 无 路 ”, 失 败 了 儿 次 ,到 今天 终于 “ 云 开 雾 散 见 日 出 ", “柳暗花明 又 一 村 ”, 这 充分 表明 
“数学 诗 文 巧 相通 ”文章 本 天 成 ,妙手 偶 得 之 ” 

推广 23 ” 设 正 参数 p,g,r 满 足 pgr > 1.А,и,ь 为 正 系 数 ,指数 2 < m € N, 记 5 = 


3" -1,0 = DiG > LËR a,b,c WE 
= 


[2- (2) e- -a)l э 
则 有 
PO) = (g + ъ)а Я (о +А)Ь š (А + и)с “ç 
Vara Sp(V be)" b" + Sg(V ca)" Уе" + Sr(Vab)" 
[e + à + u)? (т) 


当 取 m = 2 时 ,9 = Z.R OEA 
Mi - с) >05TI(pi -§)=0 


其 中 C = Хаве. 
再 取 p = 4 = r = 1 时 ,上 式 化 为 
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(G-a)(G-b)(G-c)=0 © 
如 当 取 a = 3,b = 22,с = Ú BF, G = 6. ЖЕ 0 显然 成 立 .这 说 明 满足 条 件 式 人 
的 元 数 a,b,c 是 存在 的 .而 此 时 式 (T) 化 为 纯粹 的 加 权 推 广 
p = 2а, (¿+ à)b Qtee 、 a o(a tin)? (т) 
Ма? + 8bc Bran + 8ab ” 3 
证 明 (1) 先 证 明 结 论 : 
EX x,y,z 满足 条 件 
хуг > 1,(х-1)(у-1)(4:-1)>0 @ 


则 有 不 等 式 
1 1 1 1 
(1+2y)(1+2;z) + (1+ 2:)(1 + 25) * (1+2x)(1+2y) > 3 @ 
因为 式 @ 等 价 于 
3D + 2а) > [4 +2ж)‹ә33 +2>)ж) > 1+ 25) +42) уш + Bayz +62 ух > 
1+22] +42])у: + 850) - Dy > 065 
ayz- уа + 271 -1 б 
(x-1)(y-1)(z-1)>0 
HR O я, 0 成立 (其 实 ,应 用 式 四 又 可 以 推出 式 O, MERI a xyz = 1 下 , 式 图 与 
R O 等 价 ,可 以 相互 推出 ) . 
(2) 对 于 2 < m Є N, 我 们 应 用 二 项 式 定理 , 设 
(1+2z)"”= 1+£ @ 


其 中 (= GOD = Урон), s = DAG =3®-1=(1+2)"-1 


注意 到 0 - Lic >1 
应 用 加 权 不 等 式 ,有 


t> S|] rS = Sal +25 = 71+: > V1+ SS 
тл 


1 1 
тев? 21525 
1 1 1 
> p) = 5 Di 
ma P LEIR 2 
1 1 
7-9” [Куг 


` 1 
> 0 FEZI +2 2 35 
р” = У) Хр (аяа) > 
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Re 


2V (X w) Ti) >A 2) @ 
在 式 @ 中 令 
P,P) = CE, gln, (Ууух, уа) = 
(pb Ce), оссе ув q aby) @ 
MERI А @ КАЖ 
(х – 1) (у - 002-10) 20 
即 得 条 件 式 多 ,等 号 成 立 仅 当 
A= p=. 
урн Ё 
par = 1 


УЗЕН 三 一 
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抛砖引玉 开花 结果 
一 一 一 道 IMO 妙 题 所 引发 的 数学 文化 


REF 
(一 ) ”外 森 比 克 不 等 式 


1 f 绍 


当 你 翻 开 《历届 IMO 试题 集 》( 刘 培 杰 主 编 ) 第 29 页 时 ,一 道 IMO 妙 题 立刻 映 人 你 的 
眼帘 : 

题目 ”已 知 a,b,c 是 三 角形 三 边 的 长 度 ,7 是 该 三 角形 的 面积 ,求证 

а? + b? + с > 443Т (А) 

并 指出 在 什么 条 件 下 等 号 成 立 . 

接着 ,此 书 一 气 呵 成 地 给 出 了 式 (A) 的 26 种 优美 的 证 法 ,随即 介绍 了 式 (A) 的 一 个 
推广 一 一 匹 多 (D.Pedoe) 不 等 式 的 6 种 漂亮 的 证 法 . 

早 在 1919 年 ,国外 的 几何 学 家 外 森 比 克 (R. Weizenböck) 就 首次 提出 并 证 明了 只 涉 
及 三 角形 边 长 与 面积 的 不 等 式 (A). 

由 于 式 (A) 形式 简洁 ,对 称 而 优美 , 且 便 于 记忆 , 它 表明 任意 一 个 三 角形 的 三 边 的 平 
方 和 不 小 于 其 面积 的 4V3 倍 ,因此 历来 为 人 们 所 重视 ,并 被 初 数 界 称 之 为 外 森 比 克 不 等 
式 . 人 们 一 方面 不 断 寻 求 它 的 新 证 明 ,一 方面 又 不 断 探求 它 的 加 强 和 推广 .有 趣 的 是 ,在 
1961 年 举办 的 第 3 届 IMO 时 ,波兰 提供 了 式 (A) ,作为 本 届 IMO 的 第 2 题 . 

关于 式 (A) 的 一 系列 研究 结论 ,它们 个 个 美妙 有 趣 , 在 初 数 界 “ 浪 迹 江湖 ”, “散居 四 
海 ”. 笔 者 对 式 (A) 也 “ 情 有 独 钟 ”",“ 偏 爱 有 加 ”, 多 想 将 它们 “ 招 换 回 家 ”, “欢聚 一 堂 ”, 闪 

首先 申明 ,由 于 笔者 是 业余 数学 爱好 者 ,缺乏 专业 水 平 ,再 加 目前 在 外 打工 ,因此 资 
料 不 全 , 当 介 绍 到 别人 的 研究 结论 时 ,和 凭 记忆 尽力 标明 作者 姓名 ,忘记 了 的 用 ( ) 符号 
标明 ,本 人 的 结论 用 ( 公 ) 符号 标明 ,因此 若 有 标 错 了 的 结论 ,请 广大 读者 和 老师 们 见谅 ， 
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并 指正 . 
2 加 强 
如 果 应 用 余弦 定理 ,可 将 式 (A 六 化 妆 ” 成 为 等 价 形式 
Ьссоѕ А + cacos В + abcos С > 2/3A ° 
其 中 A = T. 
式 @ 又 可 “打扮 " 成 一 个 意义 等 价 的 三 角 不 等 式 
cot А + cot B + cot C > /3 @ 
此 外 ,如 果 应 用 三 角 不 等 式 
sin?A + віп В + si C < 2 ® 
又 可 将 式 (A) 完善 成 一 个 双 面 不 等 式 
9R? > а? + Ь? + с? > 4/ЗА @ 


其 中 , А 为 A ABC 的 外 接 圆 半径 . 
另 一 方面 ,尽管 式 (A) 优美 有 趣 ,但 它 不 够 强 .首先 ,著名 的 等 周 不 等 式 


а+&+с»(2/77)у/А ® 
就 比 式 (A) 强 .但 是 , 式 @ 又 可 加 强 为 
bc + са + ab > 4/32 @ 


从 结构 上 , R O 可 视 为 式 (A) 的 一 个 配对 式 , 而 它 又 可 以 加 强 成 著名 的 玻 利 亚 
(Pólya) – 舍 贵 (Szegs) 不 等 式 


3 

4.12 
е (5л) Ф 

可 见 , 式 O 够 强 的 了 .但 是 , 它 并 非 最 强 , 它 还 有 如 下 三 个 加 强 
аса + b + с) > $434 @ 
(ав) Са? + 2 + è?) > А? @ 
3 

(ak) > (а) + 2а atb- 0) ® 


式 @ 和 式 @ 是 两 个 不 分 大 小 的 并 行 结果 , 它 又 比 式 @ 强 ,因此 ,上 述 一 系列 不 等 式 
可 串联 成 一 条 "人 金 项 链 ” 


94? > >e Xar > УЈь > 3( abc)$ > ($5) > 


3y3abe 


Узи” 4 е; 
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根据 不 等 式 的 递 推 性 ,我 们 只 须 证 明 式 @ MR O 即 可 . 
式 @ 证 明 :应 用 三 角 不 等 式 


2 
sin?A + sin?B + si? C < Fapa? + b? + с < 9R? = 9(%) эз =s => $A 
R O 的 证 明 : 
ЕТ 2 r BA pe 2 
Dao + c- a) > З + е- а) = 3[ abe Еее 164?) > 


(5а) . [3 62): a] = (ал) 
абс = PH +c-a) tt b)(a +b - c) > 


[£a] 1а pa. s= O 
ñ +6 а- a+b-c 
{4 ДАВС 为 正三 角形 时 ,前 面 所 有 的 三 角形 不 等 式 取 等 号 . 

式 (A) 还 有 一 个 漂亮 的 加 强 是 

a? + b? + è > 4 /30(1+ К)д (C) 

w кыш 

证 明 HT 

sin Bsin C = 二 [eos(B = C) - cos( B + C)] < 4a + cos А) = (оов 2) 


sin у 


(соз £)? > sin Bsin Сезіп А > (sin Bsin C) 


А 
cos 5. 
а? > 4Aun 4 
А 
sin + 
4R?si?A > ВС А) —2 > b > алаа 2 > 
cos HÆ Е 
с? > 441 7 
У > 4А ша £ Ф 


x 
Dang)? = (гап 42 + 227un Вла © = 
32 tan Btan £ + [50а 2 + ta? $) - 22а Zian С] = 
3+ Ха # - un 6), > ап 4 = /3(1+ K)» 
Da? = 4/3(1+ K)A 
-@- 
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即 式 (C) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 A ABC 为 正三 角形 . 
式 (A) 还 有 一 个 最 漂亮 的 推广 便 是 
Уа > 44/34 + УЬ - с)? 
这 将 在 下 一 篇 中 介绍 . 
如 果 我 们 记 
Q = РЭС -c 0 


0, = (22а) (6+ c - a)(b - с) > 0 
和 0 = Qi + Q > 0, 还 可 建立 一 个 漂亮 的 双 面 不 等 式 


20: ek 
434 + HA > Dobe = 43А + чуч (р) 
3 推 J 


(1) 在 研究 不 等 式 的 推广 时 , 不 仅 要 用 到 平均 值 不 等 式 、 柯 西 不 等 式 、 赫 尔 特 不 等 
式 , 加 权 不 等 式 , 切 比 雪夫 不 等 式 ,还 要 应 用 
三 角 母 不 等 式 “对 于 任意 AABC 与 任意 实数 x,y,z, 有 不 等 式 
2yzcos А + 2zxcos B + 2xycos C < х2 + у? + 2 (0) 
等 号 成 立 仅 当 
хсвс А = усзс В = zese С 


当 xyz > 0 时 , 式 (9) 化 为 


Acos A + pcos B + veos С < + [2 + 4 + 1) (6,) 
其 中 Q.) = 22) 
ШЖ A ABC 为 锐角 三 角形 ,在 式 (6) 中 令 (4,B,C) 一 (fr-24,r-2B,r-2C) 得 
一 之 )2yzeos 24 < Dx >)2yz(2sin24 = 1) < >> 42 yzsim A < (z+ y + z)? 
(6) 
等 号 成 立 仅 当 x/sin 2А = y/sin 2B = z/sin 2C 
还 有 一 个 应 用 广泛 的 重要 不 等 式 便 是 
杨 克 昌 不 等 式 ” 设 x,y,z 为 任意 正 数 ,实数 a,B8,Y 中 任意 两 数 之 和 非 负 , 则 有 
(ах + Ву + Yz)? > (Ву + Ya + aB)(2yz + 22х + 2ху – x? — у? – 2) (6,) 
等 号 成 立 仅 当 (В + у)/х = (У + а)/у = (а + B)/z 
R) 的 等 价 形式 便 是 第 29 届 IMO 预选 题 : 
设 а, a2, a3 为 任意 正 数 ,b1,b2, bs 三 个 实数 里 任意 两 个 之 和 非 负 , 则 有 
[(b2 + Ьз)а + (b3 + bi)as + (bi + bx)as] > 
Alanas + asa) + aya) (bobs + ЬЫ + bib) 


(6;) 
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等 号 成 立 仅 当 Ьа = ,/аз = bs/as 

其 实 , 在 式 (0;) 中 令 

bz + b3 = 2х bi = y+z- х 

| тоин 

у= хус 2 
У; ме?» = 22]у1- Уу 

?2 cp Е 
250, + 6) NE LON ONERA 
(Јах)? > 4(>)8у)(22> у: - 2222) 
(2) 虽然 ,应 用 “ 波 -@” 不等式 


Ьу + bi = 27 一 
bi + bz = 2z 


3 
人 
可 先 将 式 (A) 推广 为 


HIA) Жл,н,» 为 正 数 ,全 4iBiCi(1 < i < n,n € М) 的 边 长 和 面积 分 别 为 


ai bis ci, Ai TRK > 0, 则 有 不 等 式 
aTa)" ОС)" + Tle) > vaT a) 
其 中 
x< 
‚- (ахы х 


ИНЕ јот = 221 - 2122.4 
2K 


EA gad > Lw ET e TË > lom Lya) + з=н)! 


[a(g T - уз)! 
等 号 成 立 仅 当 入 4;BiC; 为 正三 角形 , 且 ) = р = v. 
(3) 从 推广 1 有 推论 
(и + 0)а? + (о + À)b2 + (А + и) с > 8 / (mo + + 2) A 
(и + о) ааз + (v + A)bib; + (А + и)сус› > 8 / (pw + à + An) ATA; 
进一步 地 ,我 们 有 
да?со 4 > 4А 


а э 4йша > [abot > дад Удала 4 ACA + и + 0)A 
同 理 с 
ve Peot 5 > 4A 


(E) 


Ф 
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上 面 的 式 @、G@、@ 式 可 视 为 式 (A) 的 加 权 推 广 ,等 号 成 立 的 条 件 均 为 : 
ДАВС 为 正三 角形 , 且 4 = p = v. 
这 个 条 件 要 求 太 苛刻 ,不 尽 人 意 ,为 追求 式 (A) 更 好 的 加 权 推 广 , 人 们 经 过 了 不 懈 的 
努力 .首先 我 们 建立 如 下 推广 式 : 
推广 2 ДАВС 的 三 边 长 为 a,5,c, 面 积 为 A, 则 对 任意 正 实数 41,42,43 有 
Албе + Азса + Àsab > 4V ÀiÀ2 + Адз + АЗА, * А (Е) 
等 号 成 立 仅 当 А = À> = Аз, ААВС 为 正三 角形 . 
如 果 应 用 公式 A = abc/(4R), 可 将 上 式 化 为 一 个 漂亮 的 几何 不 等 式 
Ад à Уд 
а*ъ* с? В 


其 中 6 = АА + АзАз + Азд 
证 明 ”由 于 
1 — 2sin Asin В = 1 + cos(À + В) — соѕ(А – В) = 1 ~ соз(А — В) ~ cos С >- соз C= 
1 — 2sin Asin B >- cos С 


мађ! — 2sin Bsin С >- cos А 
(ЈА)? - 16( 27252 )A2 = 
(Аб)? + 2) (Аса) (АзаЬ)(1 — 2sin Bsin С) = 
Б] (бе)? - 25 (Аса) (АзаЬ)соѕ 4( 应 用 三 角 母 不 等 式 ) > 0 
(5А)? > 16(>)А›А5) 425 
Dibe >4V Dha + А 
即 式 (F) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 


1- 2sin Csin A >- cos В (> 


Ас _ Аса _Эза& 
sin А 2 sin B 
ZA = СВ = LC 
В AABC 为 正三 角形 , 且 A, = À> = Аз. 
(4)1965 年 ,Oppenheim 建立 了 式 (A) 的 加 权 推 广 : 
推广 3 设 公 4BC 的 三 边 长 为 a,b,c, 面 积 为 A,41,X2,43 中 至 少 有 两 个 正 数 , 且 满 
ДЖЕ А Аз + X243 + Азд > 0, 并 证 6 = АА + АзАз + X341, 则 
Аа? + А02 + Азс? > 4V6A (G) 


等 号 成 立 仅 当 

2 b? 
nin Gin Nra © 
关于 式 (G) ,至 少 有 6 种 漂亮 的 证 法 ,限于 篇 幅 , 现 选 其 一 . 
证 明 ”首先 ,由 已 知 可 推 得 


Ài + А> 0,4: + Аз > 0,43 + А > 0 


2 
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否则 ,不 妨 设 1 + А < 0. 因 XA1,X2,43 中 至 少 有 两 个 正 数 , 则 A1,A2 一 正 一 负 , 即 Mi < 
0, H. à3 > 0, Аз(А + А) < 0, 因 而 
А\А» + АзАз + À5À) = АА; + АЗ(А + Аз) < 0 
这 与 已 知 矛 盾 , 所 以 A, + 42 > 0, 同 理 43 + Ау > 0,А; + Аз > 0. 
其 次 ,从 
АА» + АзАз + АзА > 0 一 (hz + Аз)(Аз + А) > АЗ 
Аз : t 
Vi /ri + А) 
其 中 t = /8 = МАА + АзАз + iN,0 € (0,5) 
1 > cos( C — 0) = cos Ccos 0 + sin Csin 0 
р С = 44,2abcos С = a? + b? - 2” 
由 2V О» + Аз) (Аз + Ai) ab > Аз(а? + b? - с?) + Д5 
Аа? + А02 + Азс > АА + (Vs + Аза -VAn + Аз) > 


4А = 4/8А 
即 式 (G) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 


Аз 
LC = 0 = пн ri), а у= as 
Аз +s AStA ACFA 
МЭз + Аа = МА + Аз5 
如 果 我 们 记 = Ала? + А02 + 13c2. 
Qi = (VAi + à2b -Vat+Ac) > 0 
0 = (V àa + Азс- УА + Аа) > 0 
Qs = (Эз + àia - V àa + А30) > 0 


& cos 0 = 


那么 ,从 上 述 证 法 ,有 


P > МА + 05Р >4/8А + Q (H) 


[aao 
Р > 411 + 03 


其 中 Q = 二 (Qi + 0, + O) > 0, 等 号 成 立 的 条 件 仍然 是 式 ©. 

很 明显 , 式 (H) MACC) 的 加 强 . 

(5) 式 (G) 是 式 (A) 的 加 权 推 广 ,而 式 (A) 只 涉及 一 个 三 角形 的 边 长 和 面积 .在 20 世 
纪 90 年 代 , 我 国 的 李世杰 老师 将 式 (G) 从 一 个 三 角形 推广 到 了 两 个 三 角形 的 情形 

推广 4( 李 世 杰 )” 设 ,42,43 是 任意 三 个 正 数 ,人 41B1C 的 三 边 长 为 au, bt ci, Í 
积 为 A1; 全 42B2C2 的 三 边 长 为 a2,b2,c2, 面 积 为 Az, 则 有 

àiaiaz + Àobib> + Азсус› > 4V (ihz + АзАз + АА) А14) а) 

等 号 成 立 仅 当 公 41B1C1 V AAB C, H 
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a 好 с? 
а er ih © 
显然 , 当 AAB, Cı АА, В.С 时 , 式 ( 工 ) 化 为 式 (H) ,此 时 系数 Ai, A2,A3 的 限制 
条 件 可 放宽 为 式 (H) 的 情形 . 
证 明 іс 
|» =n- (Ау + А) 


В = n- (В. + В) А + В + С = Зк – Dh- ЎЈА = тә 
С = т- (С + С) 
1 — 2sin hisin А; = 1 + соз(А + Аз) - cos(A1 — Аз) > cos( A; + Аз) = - сов A’ = 
1 — 2sin hisin Аз > – cos А' 
= 1 - 28іп Bisin B; =- cos В' 
naf, — 2sin Clsin C >- cos C' z 
证 (x,y,z) = (Аата, А26, 62,Азсісг)(х,у,2 > 0) 
м = ()лаа;)# - 16( DAN) A,A, = (x + y + z)? - 427 yzsin 4isin А; = 
Sa? + 25) у2(1 - 2sin Aisin A42) > 2722 - 227 усов A' > 


0( 应 用 三 角 母 不 等 式 ) 一 >) Miaiaa > 4V (272i2.) A,A 


ERO 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 
| Ву - В = Ci- G; = 0 


x: y:z = sin А' :зїп В' : sin С' 


үм Un АА, В,С: зіп 2А, _ sin2B, _ sin 261 

zy:z=asin24i:sin2B :sin2C Аа © АЫ © Ае 
Амап А, = Алап B = Азап Ci 一 

а bt Gi 


+ = Aa +A = А+ А5 
(6) 前 面 的 (C) (Н) (ID 三 个 加 权 推 广 式 , 堪 入 的 是 一 组 系数 A1,42,43, 其 实 ,我 们 
可 以 堪 人 双 组 系数 ,使 之 更 美 更 妙 : 
推广 5( 和 全) HAAB C 的 三 边 长 为 a1,b1,c1, 面 积 为 A1; 合 42BC, 的 三 边 长 为 
аз, bsc, MRN Дз; х,у, 2,0,0 为 任意 正 数 , 则 


2 2 2 
be + ЫЬ, + Scic > 48 V АА» (DD 
其 中 
ë = у: + zx + xy @ 
Моо + ар + ро 
等 号 成 立 仅 当 ДА, В.С V AAB C, А. 
x:yiz=p:v:w = cot Å; : cot Ву: cot Сү 


“JAH oz- 
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юй Е Fi = 28,0) 与 式 (D 等 价 . 
证 明 RERO) 左边 为 已 ,在 式 (D 中 取 
(31,Аз›Аз) = (2,2,2) р > 4: + (А4, ® 


2.2 2-2 
= 2X + + EE w + vw + op)t > (ху + yz + 2х) ОНИ) 
+ zx 


pv 
2 
(ву + yz + ах) _ e= P > 48 /A IA; 


PV + ta + wp 
ERO) жз 等 号 成 立 仅 当 
АА\В,С, ©? А,В,С 


2 № z 
x=. УЖ š Я 
иаа = Ari eot В: сй б. y: z = nu: ш = cot Ау: со B) : cot Су 


t> 


zy zaza 
D vw pw 
(7) EWA B, RO) 还 有 一 个 漂亮 的 “配偶 ”: 
推广 6( 公 ) 设 公 41B1C1 与 公 42B,C; 的 三 边 长 和 面积 分 别 为 a, bi, ci, A Жаз, 
bczyA2ix,y,z 为 任意 正 数 , 则 
жив ‚у, жаб > удду (K) 


y+z z+% x+y 
FFRI AAB C 与 AAB C? 均 为 正三 角形 , 且 x = у = z. 
证 明 记 a = [](х+у),# Dalay) H 
B = >уху(х+у) > 2>}(ху)%? > 6[] | (ху)%2]! = бхуг=у2луг: < 18 


а= (х + y) = Уба + у) +2 = B + 2 < B + +B = {Вэ 


а _з 
2 >14 
WRK) 左边 为 7, 在 式 (1) 中 令 
Qua) = (рор) әтә 4 Саал) = 
+ 二 (天 на 414 = 
Zr +y) 
4 IIC + y) Ес 
418 Aib > 4 SA AƏT > 2/31 
等 号 成 立 的 条 件 易 得 . 


(8) 我 们 知道 ,在 式 (A) 的 几 个 加 强 式 中 ,结构 最 紧凑 的 当 为 著名 的 “ 波 - 使 ”不等式 
-@- 
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3 
4 „\? 
ale z (54) @ 
由 于 外 形 结构 太 紧凑 ,因此 式 O 没有 加 权 推 广 , 却 有 指数 推广 ; 
ESTUA) 设 公 4BC 的 三 边 长 为 a,5,c, 面 积 为 A; 指数 a,B,y € (0,1), 且 满足 
a+B+7Y=2, 则 
as > 12V (1 -a)(1- Bl-7):A а) 
等 号 成 立 仅 当 ДАВС 为 正三 角形 ,上 且 a = p = y = 2. 
其 实 , 当 a = B = у = 20, а) EARO. 
证 明 ”首先 易 得 
Уа-а - у) < 00-а) = 4(3- Ја) 413-2 
应 用 三 角 不 等 式 
Уу? < (Ж =з») уш? < (02а) = (EE 
( Pabe)? > 16əyzA2[ © , Ë , È) @ 
х+у+т > 16xyzA x РУР 
% 
(С = (1-а1- 8,1-0) Т = Уа-а) =3- >а =3-2=1 
ER O 中 应 用 加 权 不 等 式 ,有 
(>) 0а)? > 16zyzA2 .> (1 - а)а? > 16zyzA2( 420-90) = 
16ху212( а!-*Ь'-2с1-7)2_, ас > ахан = 
х 
44V 14-а) = 
Уа-а») > 1-4 
即 式 (L) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 АВС 为 正三 角形 , 且 a = 8 = у = 2. 
由 于 正弦 和 不 等 式 
sin A + sin B + sin C < 203 
有 多 个 加 权 推 广 ( 有 的 还 是 双重 系数 ) ,因此 ,利用 这 些 加 权 推广 ,我 们 又 可 建立 一 系列 类 
似 于 式 (K) 的 指数 推广 . 
推广 7 中 的 式 (L) 虽然 结构 对 称 简洁 ,但 美中不足 的 在 等 号 成 立 的 条 件 里 ,将 A ABC 
与 指数 a,B8,y“ 分 居 ” 了 .其 实 ,我 们 可 以 建立 更 好 的 
PSIA) 设 人 4BC 的 三 边 长 为 a,5,c, 面 积 为 A, 正 数 +,y,z € (0, 1),Нй® 
x+y+z=1, 则 
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ан с = — 


abre >27 A (1) 
其 中 
[г = V ryZ Ф 
q = V1 -2x) (1-2y) + (1 22) 
等 号 成 立 仅 当 


а x b _ с 
201-25) Vy(1-2y) Vz(1 -2z) @ 
证 明 (1 ) 由 于 >)(x - 24) = x, 应 用 三 角 母 不 等 式 有 


2>)yzcos(r-24) < ;>ух?—э42уугви?А < (> ух)? = 1 
Хуа? < R = (e). ® 


(1) R O 等 号 成 立 仅 当 
sin(x- 2А) _ sin(x ~ 2B) _ sin(x -2C)_ sin24 _ sin 2B _ sin 2C 
* x 


y z x y z 
(证 т = R2cos Acos Bcos C)= 
уздз) = 了 二 的 = r) latya) 四 
та? = = тї = 


#12) = т(1- 85, = Жїз - 2а) 
а? і) 


кери ко =1 ,在 起 四 中 应 应 用 加 权 不 等 式 有 
а) > 2а? = “2 [01-27) 3 (1- ail «Пт 


1-2x 


= m ___ 2( az A (afi 4 
Та - 20))—2:0%) (ас) (ас) > 


(ау2)2 
Па - 2а) 
因此 式 (L') 成 立 ,等 号 成 立 的 条 件 是 式 O, MAR O. 

从 外 形 结构 上 看 , R) 比 式 (L) 复杂 , 略 显 庞大 , 但 等 号 成 立 的 条 件 式 @ rh, 
АВС 的 三 边 长 a,b,c 与 指数 x,y,z“ 捆 绑 ” 在 一 起 * 永 不 分 离 一 家 亲 ”, 我 们 追求 的 就 是 
这 种 数学 境界 . 

1 


特别 地 , 当 x = у = z = g Ч, р/а = 1443,01) 化 为 


(4A2=> at > 2 г УА 


1 
4 人 \2 44}32 
(abe)? > (2) Эзе =) 


这 就 是 “ 波 - 舍 ” 不 等 式 . 
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4 多边形 推广 


在 推广 3 中 的 式 (G) 里 ,如 果 我 们 设 
аы = (cot a),cot a2, cot as) з TENOS EAT ER 
аџ,аз,аз € (0,r) ,al +a2+a3 = п (G) 
Ауа? + À2b? + Азс? > 4V6A = 4A=.42cot a; + соі аз + c2cot аз > 4À 
式 (G') 既是 式 (G) 的 推论 ,又 是 它 的 等 价 形式 . 
在 20 世 纪 90 年 代 , 我 国 的 杨 学 枝 老师 将 式 (G') 推广 到 了 任意 凸 n 边 形 ,从 而 推广 了 
式 (G): 
推广 9( 杨 学 枝 ) BPR n ЈА АА, 的 各 边 长 为 a1,4a2,…,a, 面 积 为 A; 


a EO) sis a Dai = т, 


У) адои a; > 4А (м) 
等 号 成 立 仅 当 此 n 边 形 内 接 于 圆 ( 设 半 径 为 R), B. 
а а an 
da a т. Чат йы am = 2R © 


证 明 式 (M) 必须 应 用 第 29 届 IMO 的 一 道 备 选 题 (蒙古 提供 ); 
设 正 数 о, 和 实数 B(i = 1,2,…,n;3 < n € N) 满足 >a = DA = т, 


> жей = Soot а; © 
(м) 式 的 外 观 优雅 ,结构 对 称 简洁 ,便于 记忆 , 令 人 惊叹 ! 请 欣赏 杨 学 枝 老师 那 令 人 


拍案 叫绝 的 证 明 . 
证 明 ”由 于 平面 同 п 边 形 中 , 当 边 长 不 变 时 ,以 其 内 接 于 圆 时 的 面积 为 最 大 ,因此 
我 们 只 要 证 明 式 (M) 中 的 п 边 形 4142…4 内 接 于 圆 时 的 情况 即 可 . 
设 а; 边 的 对 应 的 圆心 角 为 27;, 并 令 
B=27-a(ll<sis п) = оу; -ai) = 25] - Da =2л-л=л 
代入 式 回 得 


cos(27; - а) < s (= 2Yicos а; + sin 27;sin а) Ч 
Diaa a < 


Siea 2усо! ai + Ssin 27у: < уў а= 
ТЕП izi i=1 


УІ — сов 2y;)cot а; > У) зіп 27;> 
n £= 


ЖЫН o = — 
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sim y;cot а; > 于 >)sin 27i 
= = 


А = 
ai = 2Rsin y; ° A = әз" 2y, 
= 
> асо ai >44 
TZ 
即 式 (M) 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 
sin(271 - a1) _ __ _ sin(27, — an) 
sina, = = aina, 

sin Упсоз(У = al) _ _. _ sin Y,cos( Yn ~ аһ) 
віп аң та sin а, 5 

sin(7i ~ ај)сов У , _ Sin( 7, ~ an)cos Yn 
sin al z sin an 

tan(X - al) _ , _ tan(yn ~ an) 

пу іу, 

sin У| РИИ sin Yn 

sina, sina, 

-A а... = 一 =2R 

sina, ”sin az sin an 

如 果 我 们 在 式 (M) 中 取 
ар = а= = a, = Хоа + aj + + а > 4Atan T @ 


式 @ 的 加 强 便 是 著名 而 重要 的 多 边 形 等 周 不 等 式 


ai + а + + a, > 24] nAtan T @ 


应 用 式 @ 和 宕 平均 不 等 式 ,立刻 就 可 将 式 O 从 指数 方面 推广 为 : 
推广 10(!1) BE n РА Ar A, 的 边 长 分 别 是 al, az，…… an, 面 积 是 A ,常数 m> 
1, 则 


Уа > | ке (N) 


等 号 成 立 仅 当 4142…4 ЖЛЕ n И. 

在 本 篇 的 最 后 ,我 们 补充 : 

(Т) ЕЖА по = 2270 - 2122 > 0, 则 应 用 海伦 公式 和 杨 克 昌 不 等 
式 , 有 结论 

АО + cè- a?) + plè + а? - b?) + ola? + 2 - с?) > 4/8A (0) 
等 号 成 立 仅 当 
А/а? = p/b? = v/è 
(2) 推广 3 中 的 式 (G) 可 以 完善 成 
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{А} + А3 + AD[16A2 + УС? - 2212 > 


(Р) 
дуа? + À2b? + 13c2 > 4./ АА; + Адз + Азд ° A 
其 中 , 式 (P) 左边 等 号 成 立 仅 当 
А/а? = p/b? = ос? 
右边 等 号 成 立 仅 当 
а? b? с? 
М +33 Аз+А ° А+ А 
(二 )” 费 恩 斯 列 尔 - 哈 德 格 维尔 不 等 式 
1 Й 介 
外 森 比 克 不 等 式 
а? + 2 + с > 4434 (А) 
最 美观 的 加 强 是 
bc + са + ab > 43А Ф 
最 紧凑 的 加 强 是 “ 波 - 舍 " 不 等 式 
4\3 
abc > (5) © 


但 式 (A) 还 有 一 个 非常 漂亮 迷人 的 加 强 是 
费 恩 斯 列 尔 - 哈 德 格 维尔 不 等 式 设 公 ABC 的 三 边 长 为 a,b,c, 面 积 为 A, 则 
а? + b? + с > 443А +(b- с)? + (с – а)? + (а - Ь)? (Q) 
式 (Q) 便 是 著名 的 费 恩 斯 列 尔 (Finsler) 和 哈 德 格 维尔 (Hadwiger) 两 人 在 1938 年 建 
立 的 ,而 在 1983 年 才 被 我 国 的 王 玉 怀 老师 首次 介绍 给 我 国 的 读者 ,并 引起 了 人 们 广泛 深 
人 的 研究 . 
由 于 式 (Q) 天 生 * 爱 美 " ,喜欢 "梳妆 打扮 ” 成 多 种 “发 型 ”: 
2(be + ca + ab) – (a? + b? + с?) > 4/ЗА 
Пе + -Va)(>， Ма) > 4/34 
(a + b+c)? – 2(а2 + 2 + с?) > 4/3A 
УЈа(ь+ с-а) > 44/34 
У) (ь +c- а)(с+а- b) >4УЗА 


У) bcsi? 4 > BA 


e eeeee 


Са 2) 7 со 4) > 4434? 


Ө 


УЗЕН o = — 
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V38 <4R+r @ 
(Colombier - Doucet 不 等 式 ) ,其 中 5,R,r 分 别 表 示 2 ABC 的 半 周 长 .外接 圆 半径 、 内 切 
圆 半径 . 
而 且 , 还 可 证 明 , 式 (Q) 又 等 价 于 三 角 不 等 式 


ап 2 жаша # + an Š (3 Ç @ 
可 见 , 式 (Q) ЛАИН", BRER” JS АН PERIE RINE SERE 

换 ,这 在 众多 的 几何 不 等 式 中 ,是 少见 的 .这 就 是 式 (Q) 与 众 不 同 ,别具一格 的 地 方 . 
R) 不 仅 变 换 多 端 ,而 且 证 法 多 样 , 今 选 其 一 . 


证 明 ”应 用 式 (Q) 的 等 价 变换 式 
2100 +c -a)Xc+a-b)>/3 2 )]]G +c a) @ 


А š a = (y + z)⁄2 
x= +с-а> 
y=c+a-b>0> š з Cr pw Зузу 3xyz > хе» 
z=a+b-c>0 Fae 
(21: > За: > ]хеә2. 2) 7 > 22752 ye 
Dry -z=0 
因此 式 O 成 立 ,从 而 式 (Q) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 x = у = z 一 全 4BC 为 正三 角形 . 
为 了 后 面 的 研究 方便 ,我 们 还 要 认识 一 个 用 途 重要 的 引 理 . 
引 理 ” 设 公 4BC 的 边 长 与 内 角 分 别 是 a,5,c 和 4,B,C, 半 周 长 为 p, 面 积 为 4A, 证 
а' = V2a(p - а) 
Ы = V2b(p - b) 
с = /2с(р-с) 


nja ыа nla 
' 
ble юв әј 


Q 
" 


则 人 人 4B8'C' HEAK b. ,面积 人 = A. 
该 引 理 的 用 途 在 于 : 
如 果 有 三 角 恒等式 或 不 等 式 
S(4,B,C) 02505 -4,2 - Ёк _ С) 
如 果 有 涉及 三 角形 边 长 和 面积 的 几何 不 等 式 , 则 有 
f(a,b,c,A) > 06у (а', b,et, A) > 0 
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据 此 引 理 ,还 有 结论 


mi Vad wa 
а'зїп о зіп ә с'зіп > 
в 


а x b c 
特别 地 ,应 用 引 理 ,在 A A'B'C' 中 应 用 式 (A) 有 
а?+Ь?+с?>» 4434' 22а(р - а) > 434» 
Salb +c- а) > 4/ЗА=у 2 уа? > А/ЗА + 21(b - с)? 
如 此 轻松 地 推导 出 了 式 (Q). 


2 ”加 强 与 完善 
虽然 式 (Q) 是 式 (A) 的 一 个 漂亮 加 强 式 , 但 它 却 “ 自 强 不 息 ”, 还 有 一 系列 的 加 强 形 
式 (Q) 的 第 一 个 加 强 是 
Уа > sa Хаа 4) - Bs- a) (о) 
略 证 ”在 全 4'B'C' 中 应 用 前 面 的 引 理 有 
Уа? > ал Уап У) 2а(р - a)? > ад Dytan(™ 4 4) 

Уа > sa| EtA) Do- ey 

HF f(x) = tan x 00,7.) 内 为 凸 函 数 ,由 颜 生 不 等 式 有 
-А (r- A) Зк - >)А 
E tan( 7 4 )> заа | 26-4] = Buan 25 = 224) = 


3tan 开 = {3 


6 
因此 , 式 (Qi) 是 式 (Q) 的 一 个 加 强 . 
式 (Q) 的 第 二 个 加 强 式 是 
ае +e- а) (е +a- b)la +b- 0) > (a) (Q) 
式 (Q) 的 第 三 个 加 强 式 是 
Уа > 44301 + К)!#+ Q + УЬ - с)? (Q) 
K = 26-6 m= a(b+c- a) 
其 中 (2а) у= b(c+a-)b) 


о = ED- 12 = cla +b — e) 
证 明 ”应 用 式 (Q@) 有 
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ан oz- 


абс 


а+Ь+с 


Bayz = З[ае[](® + с а) = 3( 
X abc Verbre. лз)? 
Уй W ae а+®+е Т 
1 
afta. a. as Ё- + 2)? = 
3 a+b+c 


a ña. [Ж + P + 0] _ 


(а+ + с)? 
ABA + К)! = 3zyz + (а) (а By) = 3ayz + QƏ 
Уа > 4У/ЗА(1 + К) + 0 
Salb +c- a) > 4/34(1 + К) + 0 
Уа > 4/3401 + К) + Q + 21(b - с)? 
式 (Q) 的 第 四 个 加 强 式 为 
Уа > 44/34 + Db- с) + M (Q) 


其 中 p= (a+ b+) 


я: 2>)(р-а)%(Ь-с)? 

Е Уа(р- а) 

证 明 іс 

N = Da- Dle- b)? = 227a(p - a) = 42 )(р- a)(p - b)= 

№ = 16>)(p - а)%(р- Б)? + 32p] | (p - а) 
№ - 484? = 16[>)(p - a (p - b) - p| 10 - а)) = 
16[ >)(р - а)?(р - Ь)?- >)(р-а)] ](р-а)] = 
16[ > (p - а)%(р - b) - >)(р- а)%(р- &)(р-с)] = 
8110р - а)°[(р - b)2- 2(p - b)(p - с) + (p - 211 = 
82 (p - а)?(Ь- с) 
(N +4/3A)(N - 4434) = 80р - a) (b - c2=> 

8>)(p - а)?(Ь- с)? = 


Neap N + 4Y3A 
8>)(p - a)?(b - c} 
ТИЕМ SNS 
N=4/3A+M 


1954 年 ,加拿大 几何 学 家 贝蒂 (S. Beatty) 改进 了 式 (Q) ,建立 了 一 个 双 面 不 等 式 
-@- 
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2 
(K Ti ль {K= нук = 5н) (Q) 
其 中 H = (0+ b+ ê), К = be + ca + ab 
1957 年 , 另 一 名 加 拿 大 几何 学 家 富 鲁 歇 (R.Frucht) ЖЖ Y z (Qs) 
(p - q)2(p + 24) ( )2(р - 24) 
вір ав > 4 > Рр (QO) 
其 中 p= Easo og = [126 - o] 


R) IROQ) 虽然 出 自 名 家 ,与 众 不 同 ,标新立异 ,但 证 明 却 比 较 复杂 ,也 不 便于 
记忆 . 
现在 ,我 们 建立 一 个 绝妙 的 完善 式 : 
完善 (人 ) 在 人 48C 中 , 设 0 = >)(b - c)?, 则 有 
30 +4/3A > а? + 2 + c 44/34 + Q (9) 
证 明 ”我 们 只 须 证 明 式 (Q') 的 左边 即 可 . 设 x,y,z > 0, 且 


š: 2 
ле 人 
= z° + 和 
Ple = Eiz- ау 


c = 22 + у? 


于 是 , 式 (Q') 化 为 
3 (7 - 2) +4 [352 > ЖО? + o Ф 
22722 Dx < xyz 13У): < wry 35 уз? 
其 中 
* = У «уЗ ® 
t= По +:-х) 
因此 ,和 欲 证 式 ,只 须 证 
t= [ÍO +z- z) < zz @ 


而 式 名 正 是 一 道 许 多 数 奥 资料 上 都 有 的 题目 (证 明 简单 ) ,因此 式 @ 成 立 , 从 而 等 号 成 立 
ШЕ 
х= у= 15а = Ь = с 
由 于 式 (Q) 天 生 丽 质 ”, 自 然 有 "如意 配对 ” 式 : 
配对 (全 ) Ü ААВС 的 三 边 长 为 a,b,c, 面 积 为 A, 则 有 
2 
Bepraat) 
证 明 Dz A ABC 的 外 接 圆 半 径 为 R, 有 
1 _a+b+c 3438 _ 3⁄3 33 
ы; ы а a = 44 => 44 - 22 ы > > 
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AAH oz- 


Z4 Epl- E4)- 

YI aG- 1358, (1-1) 
即 式 (Q") РРА A ABC 为 正三 角形 . 
з “参数 推广 


如 果 从 参数 方面 去 考虑 ,那么 式 (Q) 还 有 两 个 漂亮 的 参数 推广 . 
推广 10( 公 ) 设 公 4BC 的 三 边 长 为 e,b,c ,面积 为 A,41,42,43 为 任意 正 数 , 则 
Уа > mkA + 21(b - с)? (R) 
т = 4{9(А} + АЗ + 43)-1% 


其 中 Lš ма + dab + мей 
Е a+b+c 


BHA, А, = А = 13 时 ,mk = 4V3, 式 (R) 化 为 式 (Q). 
证 明 ”应 用 柯 西 不 等 式 有 

Daia «УОТА Оа) «Мәна = 3[ 8) ГУ, 

abc 4А 
> Ф 
Dao 3V DA 
于 是 N= Da- >у(В-с)%= >уа(В+с-а) > 
3[[lal(b+e- а)]3 = 


у z 
2, —abc ‚за 2.44, Ула $ 3 
ш. м) С J У | 2 


тіл) а > тіл + Db- с)? 
等 号 成 立 仅 当 人 4BC 为 正三 角形 , 且 ài = À> = Аз. 
在 20 世纪 90 年 代 , 有 人 建立 了 更 好 的 参数 推广 : 
推广 11(!) а, Б, с AABC 的 三 边 长 ,A УҢ, К, r 分别 是 它 的 外 接 圆 半 
径 和 内 切 圆 半径 , 正 数 x,y 满足 5x > 7y > 0, 则 有 
а? > КА + Db- с)? (5) 
£ 
xe ке ар. (151). g! 


等 号 成 立 仅 当 人 4BC 为 正三 角形 . 
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其 实 ,应 用 欧 拉 不 等 式 有 
R>2r 4[7z + y +200 -147)] _ 4 > _ 
з! к» 3] х-у ] 23727 = 46 
因此 , 式 (S) 不 仅 是 式 (Q) 的 参数 推广 , 它 还 是 式 (Q) 的 一 个 加 强 . 


4 多边形 推 广 


和 式 (A) 一 样 , 式 (Q) 也 能 推广 到 多 边 形 中 去 ,为 此 ,我 们 先 将 式 (Q) 推广 到 双 圆 四 
边 形 的 情形 . 
推广 12(!) ” 设 双 圆 四 边 形 ABCD 的 边 长 为 a,b,c,d. 面 积 为 A, 则 
a? tbtt 044 + 0 (T) 


其 中 
Q= Bla- b) = (a-b) + (b-c)? + (с - d)? + (d-a) Ф 
显然 , 式 (T) 的 外 观 结构 与 式 (Q) — 86. 
证 明 ”由 于 ABCD 为 双 圆 四 边 形 , 则 
ре +4 =а+е = 1(а+Ь ++ Ф)(а,Б,с,0) = (p - ep- dp- a,p - b) 


А = Май, = (a + c b)? = а? + b? + cè + 2ас – 2ab — 2 
这 样 , 式 (T) 化 为 
2а? + 2b? + 2c? + 2ac - 2ab - 2bc > 44 + 2(а - b) +2(b - с) 
ab + bc + ca > 2А + b? 
їн ab + bc + ca = b(a + с) + ас = Ь(Ь+4) + ac = b? + bd + ac > 
b? + 2 Z abcd = b? +24 
即 式 @ 成 立 , 从 而 式 (T) 成 立 .等 号 成 立 仅 当 
b+d=a+c 
bd = ac 


@ 


WW 


即 4BCD 为 正方 形 . 

式 (Q) 的 多 边 形 推广 便 是 : 

推广 13(!) BP n РА, Ar A, 的 边 长 为 a1,a，,,… ,а„(3 < n € N), MRA 
4, 指数 1< m € N, 则 


n я ү 
Уха" > Е 2) + (U) 
其 中 
Q= У) (а - ат)? ® 
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УЗВЕ = 三 一 


下 面 ,我 们 只 须 证明 当 п > 4,m > 1 时 的 情况 . 
证 明 ”我 们 简 记 >) 为 > ,应 用 式 (A) 的 多 边 形 推广 式 


тү 
* "2 р> > п? аша 
[е 
і >n = 
п 


п 


(п- ра - 227 arar = 


һа?" > {мет +0 


п 


Ss [= 0 @ 


HF пә4з(л-2)°-п= (n - (n - 4) > 0ə + 


Хе» (ен | t - 2 
等 号 成 立 仅 当 0 = 04142A, XIE n НР. 


к ЖЕКА 
> (a - 2)” 


众所周知 ,如 果 A ABC 的 三 边 长 为 e,b,c, 则 易 推 得 以 Va,V5,Ve 为 三 边 长 可 构成 
三 角形 , 设 其 面积 分 别 为 A, A, 那么 由 海伦 公式 知 
164} = 2X, (vbe)? - D Wa) = 2>)be- Da > 4/34 
a > (Ba) аа 
这 一 结论 启发 我 们 进一步 思考 :如 果 以 Na „506,20 为 边 的 А,В,С, 的 面积 A, 与 A 
满足 什么 不 等 式 关 系 呢 ?为 此 ,我 们 约定 A = A, 由 


Дї >24 Е Ba 
暗示 我 们 有 递 推 关系 
42 > Зд, л = 1,2, Ф 
д >л 
a> (Ga) = (9) 
ини м» (Ga) > (9)'a ° 
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故 得 
41 
A, > ba © 
这 确实 是 一 个 有 趣 的 结果 ,并 且 , 它 还 可 以 推广 成 : 
推广 14(!) 设 人 414243 的 三 边 长 为 a1,a2,a3, 面 积 为 A; 则 以 a4,a8,a4 为 边 可 作 
面积 为 A, 的 三 角形 (约定 A = A), 则 有 关系 式 


Үзү4д\° 
м >|) 


证 明 ”我 们 只 须 证 当 0 < 0 < 1 时 即 可 . 


(V) 


0<0< 7 > 1604 + 5) > (а8)5 + (а0% = ар + а > аза + а > а 
同 理 可 得 ab + aš > ай, а + a) > ab, АК af, ab, а 为 边 可 以 构成 三 角形 . 
# (ananas) = Ap - Š [42] ,应 用 海伦 (Heron) 公式 计算 得 
万 (1,1,1) = 0,f(1,1,0) = 0 
(2,1,1) = AET -v2 . 3199) 


0 
由 于 2+22%2 > 25.30 Š + 4[3) >3 
0 
但 0<0<12+4(2) > 2.42 = заро) > 0 
由 Stolarsky 定理 知 ,对 任意 9 Є (0,1) 有 
B344). 
Aaronas) > 040 > RE 


等 号 成 立 仅 当 A1424 为 正三 角形 
6 МЕ 


A) 至 少 有 三 个 加 权 推 广 ,个 个 漂亮 . 
推广 15(!) Ut ДАВС 的 三 边 长 为 e,b,c ,面积 为 A, 正 数 x,y,z 满足 关系 
8 =2(yz+ze+ay)- 2 - 2 - 2 > 0 
则 
ха? + yb? + zc? > 4/8А + Q (W) 


Q = a(b- с) + yle - а) + z(a - b}? Ф 
-@- 


AAH o = — 
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等 号 成 立 仅 当 
a(b+c-a) _%(с+а-Ь) _ e(a+b- с) @ 
х у 2 


或 


x(sec 42 = у(зес В) = z(sec $)? © 


可 见 式 (W) 不 仅 外 观 优美 , 且 等 号 成 立 的 条 件 也 漂亮 ,显然 , 当 x = y = z 时 , 它 立 刻 化 为 


式 (Q) ,自然 ,语法 也 迷人 . 


证 法 1 应 用 余弦 定理 有 
а? = b+c -2bccos А = (Ь- c)? + 2Ьс(1- cos А) = 


(b - e)? + (E besin A)( H884) = (b - c)? 4 4Atan 4 


за? = a(b — с)? + 4Artan 4 
w? = yle- a)? + 4Aytan Ë = 
同 理 с 
z? = z(a - Ь)? + 4Aztan 5 
Уа? = 0 + 44 rtan 才 (应 用 杨 克昌 不 等 式 ) > 


4,/ atan ftan Сд +0= 


4V5A + Q2 уха? > 4/8А + Q 


等 号 成 立 仅 当 
tm 全 + an 后 ung +un2 а + un2 
х т y Ж z ш. 
"щщ +1) GAD 802+ 2) 
Ве об С АЗ B> 
xcos усов у cos cos 7 zcos “> cos 了 
Ау Ву Cy 
(сов >) Е (cos 7 ) А (сов >) А 
«П» 4 lle Ile 6 
x(sec dy = y(sec В) = z(sec £y 
证 法 2 设 


a=a-(b-e) 
В =b- (с – а) Ву + уа + aB = УЬ (с- а)?][с?- (a – b)2] = 
Y = с‹®-(а-Ь)? 
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|l +c-a)(b+c-a)= 

По +c- a)(a + b+ c) = 1642 
Ву = 16А?—ула + yB + zy > 

4V 8: > Ву (应 用 杨 克 昌 不 等 式 ) = 4/84 
Dale = (b - 2] > 4/24 

D ra? > 4/$А + >ух(Ь- с)? 


等 号 成 立 仅 当 
和 2а(Ь+с-а) 2b(c+a-b) __2с(а+Ь-с) 
В+ у Fra e+p” х Е у гі 2 


式 (Q) 的 第 二 个 加 权 推广 是 : 
推广 16(!) ” 设 公 4BC 的 三 边 长 为 a,6b,c, 面 积 为 A,41,42,43 中 至 少 有 两 个 正 数 ， 
满足 1 = ДА + АзАз + X341 > 0, 则 


àia(b +c- a) + àb(c +a- Б) + Aàzcla + b-c) x> 4t (W) 
等 号 成 立 仅 当 
ài(b +c- a) = àc +a- b) = А(а+Ь-с) @ 
或 
део 4 = py В = Аза С @ 


式 (V) 与 式 (W) 相 比较 , 共 同 点 是 两 者 都 美妙 ,不 同 点 是 结构 相 异 ,等 号 成 立 的 条 件 
也 不 同 . 
证 明 ERK 
(esas | 人 
= z+ x= 


с+а- = 2у > 0—›\Ь 
А = Мху(х+у+) 


a+b-c=2z>0 ‘c=x+y 
我 们 再 作 代 换 
ez r 


K, = zx} K3 + Кү = y(z + х) КК + KxKs + KKy = хут(х + y + z) = 4? 
K; = xy K+ K, = z(x + y) 
代入 杨 克昌 不 等 式 


À (K; + Ку) + à2( K3 + Кү) + Аз(Ку + K2) > 
2[(K,K, + KaK, + КуКу)(АуАз + АзАз + АЗА) е 
Dirly + z) > 2V A 
Dralb+e-a)>ViA.4 
等 号 成 立 仅 当 
-@- 


жан c = — 
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КА = К/А = Ку/Аз=ъу:/Аү = :х/А› = ху/Аз=» 
MI = уйз = 2s=2A (b +с-а) = А(с+а- b) = Аз(а+ b - с) 


A B с 
Aicot Ç = Асо > = Азсо 5 


其 实 ,适当 地 将 式 (W) 变形 即 为 

ла? > 4А + У) (aab - Азс)(Ь - с) (№) 
如 果 我 们 仿照 推广 6 中 式 (K) 的 技巧 ,可 得 式 (Q) 的 第 三 个 加 权 推广 
推广 17(!) ДАВС 的 三 边 长 为 a,5b,c, 面 积 为 A,4,p,v 为 任意 正 数 , 则 


A 
да (b+ e-a)+ 1 eeta- b) +5 


等 号 成 立 仅 当 ДАВС 为 正三 角形 , 且 4 = p= v. 
下 面 我 们 用 另 一 种 技巧 证 明 上 式 . 
证 明 RRO 左边 为 P, 且 p = (a + b + e). 
[apan = (р- а,р- b,p —- с) 
(x,y,z) = (и +оо + À, + и) 


#009 + b- e) > 2034 (X) 


=P = У ss apa) = 
т Х( + ep) - т ар, > У V ko, - Js 
(54 - Dian 4)д = эри 1—2). 


зл [2 (Ж - 


Р > 2434 
等 号 成 立 仅 当 4 = и = v, Н ЛАВС 为 正三 角形 . 


7 ”指数 推广 


在 20 世纪 90 年代, 李 晓 亮 将 式 (Q) 从 指数 方便 漂亮 推广 成 : 
推广 (FRR) 设 公 4BC 的 三 边 长 为 a， В.с Е Д.Э k 2,01 


# куё 3(48) +O (Y) 
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其 中 

Q =lb-cli+lc-ali+la- bi ° 
BR, M k = 2 时 ,上 式 化 为 式 (Q). 
证 法 1 在 式 (W') 


Brae > 4V > )АзАзА + А @ 
其 中 
А = У) (Aab -hac)(G — с) @ 
(41,42,43) = (at, 672, с-2), УНЕ - @” 不 等 式 有 
k-2 
Daris = D (be)? > 3(abe)3G-2 > (5 
于 是 式 @ 结合 得 
аду? ал\ 
Уа > 4 (4) -asa (9) +A Ф 
此 
А = DA2b - Ase)(b - с) = Bb! с*-!)(Ь- с) @ 


#b>c 1 = b-c>04ík-1>1. 
(bl с) (Ь - с) = [Се + DE- A] l [Сеи +1!) -l= 
b-!. l= É = (b-c) 
若 b < c, 有 
(b*-! = ok-l)(b -ce) = (ск! – 61) (с b) > (c Б)“ 
因此 恒 有 (5b! ск) (ьс) >l b- c | 
(cl а!) (с-а) >1с-а1* А> У lb- -cela 


иж, = 01) (а - 6) >1а- bit 


k 
Уа >=) + Ee 
等 号 成 立 仅 当 A ABC 为 正三 角形 . 


证 法 2 利用 推广 15 的 式 (W) 
S zla? - (b - 2] > 4/8А @ 
其 中 
8 =2г>ууг- Уа = 27(y + z — z)(z + x - y) Ф 
大 -2 
令 z+x- y = 229 = De)? > 


5-2 


2х = bk-2 + сі? у+2-х = а 
[> = #24 а 


k-2 0-2 


2z = а x+y-=z= 0 


УЧЕВ 三 一 
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3( abe) 2 > 18)" ? 
注意 到 
}>]х[а?-(Ь-с)?] = >уа*+А 
其 中 4 = DB! 2-1)(b - с) 
这 样 , 式 @ 转化 为 
>a >3(42 А @ 


以 上 步骤 同 证 法 1. 
从 外 观 上 看 , 式 (Y) 非常 难 ,但 上 面 两 种 证 法 却 巧妙 代 换 , 克 服 了 困难 .其实 ,还 有 简 
洁 轻松 的 证 法 . 


证 法 3 设 2m = 上 > 2 一 m > оа 
a? = 4Atan + (b - e)a?" = [4Atan 4 + (6 - с)2]" 
(4Atan 4)" + (b = е)” 
am > (адап £)” +1 b- o 1?" 


bo > (адаа 2)" 41 с-а "= 
同 理 


¿m > (адн С)" +1 a -b r 
Da" > ((4A)"+ Је" @ 
其 中 


коо. 1) 028.48). 
а + Ўв ен 


> >35)" + Dlb-elt 
如 果 我 们 在 式 (Y) 中 取 k = 4, 立 刻 得 到 一 个 漂亮 的 推论 


а* + b* + c* > 164? + (b – с) + (с- a)* + (а - Ь)* Ф 
式 @ 又 可 以 再 加 强 为 
a? + bt + ct > 16А? + a2(b - с)? + b2(c – а)? + c2(a - Ь)? @ 
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8 ”综合 推广 


我 们 在 前 面 建立 了 式 (Q) 的 加 权 推 广 和 指数 推广 . 如 果 应 用 赫 尔 特 不 等 式 ,又 可 从 
元 数 (三 角形 个 数 ) 方面 建立 式 (Q) 的 元 数 推广 ,如 果 我 们 能 建立 包含 权 系数 .指数 .元 数 
在 内 的 综合 推广 ,使 它们 “三 国 归 晋 ”, “一 统 天 下 ” 吗 ? 这 显然 超 难 了 .但 是 ,只 要 我 们 有 
信心 ,有 技巧 , 定 会 “狭路相逢 ,勇者 为 胜 ”,“ 智 取 华山 ”. 

推广 19(A) 设 1< mnEN,1<is<n. 所 有 的 | 和 4iBiCil 的 对 应 角 的 大 小 同 序 ,三 


ЖК а, Б.с, 面积 为 Ai; 指数 0, Є (0,1](1 < i < n), я У; = 1, 记 0 = 


min(01,0,,…,0,),m 满足 m9 > 1, 正 系数 4A,y,v 满足 
8 =2(m + аА + Ан) - à? -p-> 
则 有 


Уа)" "> V3r5 5[ [елд] + Уа lbi- a1)" (2) 
特别 地 ， 当 n=1 时 ,901 = 1,m > ча $ =2m, 我 们 得 到 式 (Y) 的 加 权 推 广 
Sae + V5) + УЈАТЬ- cl Ф 
RRE 。 调动 一 切 "积极 因素 "有 m 1 

= (ы = ca)? + 4A;tan Sia?" = [( а + адла 21] > 
ыа т + (ади) "(TT at)" > 
T[i bs = e: 1” (ада Z) ] (应 用 赫 尔 特 不 等 式 ) > 
(П I b; — с 1)" + (адла 48) #7 
(4)? "(лая)" Т.Й)" о 


同 理 可 得 
KTI) "> [Ll [aaa 5) 1] +p( Dlie- ai ул 
(TIe) б. жа. |; РА. в)” 
记 ТА) = Xal П = A( Dlia- el 8)” 
@ + @ + @,# 


T) > « 144401" @ 
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Жаы c = — 


其 中 
Ы А;\”% 
х= АЦ) а @ 
(应 用 杨 克 昌 不 等 式 ) 其 中 
5 бл үлб, " ' тё, 
t= DUPI (= 1- 88) 

(应 用 切 比 雪夫 不 等 式 ) > 

1205.8)" 

ү? тап 2 1809) |( 应 用 短 平 均 不 等 式 ) > 

5, 5 


. (< В, Сү Ж а, Sy 
. itan 5 1) a1) 3 
2622) - P) 2. 8)" з. 

t> Зх о МЗ". ST (A) > М3". д. [Elaa] 
即 式 (Z) 成 立 .等 号 成 立 的 条 件 为 n = 1 和 nn > 1 及 m = 1 和 m > 1 两 种 情形 . 


(=) USTER 


1 配 对 


在 刘 培 杰 老师 主编 的 (历届 IMO 试题 集 》 第 38 页 ,精辟 地 介绍 并 证 明 ( 用 6 种 证 明 ) 
非常 著名 的 匹 多 了 不 等 式 . 
匹 多 不 等 式 ” 设 人 4BC 的 三 边 长 为 a,b,c, 面 积 为 A : АА'В'С' 的 三 边 长 为 a' ,b'， 
с' ,面积 为 A', 则 有 
Н = a(b+e – а?) + (0 + а? – b?) + с0а? + b? с) > 16АА' (а) 
等 号 成 立 仅 当 人 4BC cn 人 4'B'C' . 
不 言 而 喻 , 式 (a) 的 外 观 优美 对 称 ,自然 不 会 “孤单 寂寞 , 独 守 空房 ”, 它 至 少 有 两 个 漂 


亮 的 配对 式 (字母 意义 同上 ). 

第 一 个 配对 式 是 : 

P=a"[a-(b- с)2) + b2[ 2 — (c — а)?] + с'?[‹? – (а - Ь)?] > 16ДА' (а) 
等 号 成 立 仅 当 аве $ = Бзес В = с'зес С 


与 式 (a) 相对 比 , 式 (a) 等 号 成 立 的 条 件 可 谓 别具一格 ,数学 ,就 是 如 此 奇妙 ! 
式 (al) 的 证 明 很 简单 . 
证 明 ”在 上 一 部 分 的 推广 15 里 ,我 们 有 
xla? – (b - c)2] + у[5®- (с - a)2] + z[é2 - (а - Ь)?] > 4/8А Ф 
其 中 
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8 =2(yz+z+ay) -2- у - 2 > 0 @ 
等 号 成 立 仅 当 
ТЕЕ К, o 
应 用 海伦 公式 , 取 x = а'?,у = Ь?,г = c? 得 
ё=22>уЬ?с'? = Bar = 164° 
RAR O 即 得 式 (ai ) ,等 号 成 立 仅 当 


{ше 4)? а B)? а ©) шне 4 = ке Ё са E 
也 可 以 表示 为 
a2: 2: с? = а(Ь+с-а):Ь(с+а-Ь):с(а+Ь-с) @ 
式 (a) 的 第 二 个 配对 式 便 是 
Da (b + e - а')(Ь? + с – а?) > 1644" (а) 
等 号 成 立 仅 当 
cot Аса £ = cot Boot Ë = cot сен С. © 
证 明 ”我 们 令 


А = + с – а? 
Аз = c2+ a? - АА + АзАз + АА = 22)52с2- У) а* = 164? 
Аз = а + 2 - с 
Н.А, А, Аз 中 至 少 有 两 个 为 正 数 ( 当 人 4BC 为 钝 角 三 角形 时 ,有 一 个 为 负数 ) . 
应 用 上 部 分 推广 16 中 的 结论 有 

Dra (b + e a)s4V DAAA Da (b + c - a)(b + с? а) > 16AA' 
等 号 成 立 的 条 件 是 

Xicot 2 = ocot B = Азон Ss2becos Асо 47 = 2cacos Boot B = 2abcos Ceot С 


cos А ot £ _ cos B В. _ cos C ‚С 
人 


, u 1 


А52 B: со © 
cot 4cot 2 = Cot Bcot 2 = Cot Ccot 2 


2 ”加 强 与 完善 
每 当 一 个 优美 的 不 等 式 被 人 们 深 深 地 喜爱 时 ,人 们 总 想 把 它 进行 改进 和 加 强 , 使 它 
更 美妙 ,更 迷人 . 
1973 年 ,美国 杜 克 大 学 教授 L. Carlitz 首次 讨论 了 将 Pedoe 不 等 式 (a) 加 强 为 
H > 8(42 + А?) (0) 


“JAK с = — 
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的 可 能 性 . 

其 实 ,如 果 保持 A ABC 的 状态 不 变 , 则 面积 А 为 常数 ,而 把 A A B'C' 的 多 边 缩小 同 
一 倍数 X > 0, 得 出 另 一 个 全 4"BC" ,显然 它 的 面积 为 42A' ,对 ДАВС 15 A A"B'C ,应 用 
上 式 有 


А?Н > 8(A2 + 35А?) Ф 
令 4 一 0, 这 时 式 @ 化 为 0 > 8A?. 这 样 就 会 产生 矛盾 .这 说 明 式 @ 不 能 普遍 成 立 .况且 ， 
式 (?) 等 号 成 立 的 条 件 只 能 是 ДАВС L 人 4'B'C' ,而 不 是 人 4BC cm АА'В'С'. 
后 来 ,人 们 通过 不 懈 的 努力 ,建立 了 式 (a) 的 三 种 加 强 形式 : 


Ka К а) 
н > (RA + 天 和 @ 
Н > 1644' + Q,Q >0 © 
M, M) aw 
и» + у) да @ 


其 中 Ki, Ka, Mi, Ma, Q 均 为 正 数 ,以 上 三 式 等 号 成 立 的 条 件 仍然 是 人 ABC со АА'В'С', 
达到 了 加 强 式 (a) 的 目的 . 

其 实 ,这 三 种 加 强 形式 均 可 统一 成 式 О), 因为 通过 配方 便 知道 了 . 并 且 , 据 笔者 初 
探 ,人 们 建立 的 许多 加 强 并 非 最 强 , 许 多 都 可 以 再 进行 加 强 . 如 果 我 们 归纳 统计 起 来 , 约 
有 二 十 个 之 多 ,简直 百花 开放 ,五 彩 缤纷 . 

限于 篇 幅 ,我 们 只 介绍 几 个 加 强 (字母 意义 同 前 ,不 再 重复 ) : 

第 一 个 是 “ 彭 - 常 " 不 等 式 

12 2 12 2 2 2 

изе + A) (а) 
等 号 成 立 仅 当 人 4ABC АА'В'С'. 

(аз) 是 我 国 的 常 庚 哲 , 彭 家 贵 老师 在 1979 年 建立 的 ,由 于 它 有 漂亮 的 外 观 ,对 称 的 
结构 ,被 国外 的 数学 同行 美称 为 优美 的 “ 彭 - 常 " 不 等 式 . 

更 令 人 赞叹 不 已 的 是 ,在 难忘 的 1993 年 ,我 国 的 冷 岗 松 、 唐 立 华 老师 又 将 式 (a) 从 参 
数 方便 推广 为 


н > | Жү кирд: + ашау да) (a) 
其 中 x,y,z 为 任意 正 数 , 且 等 号 成 立 仅 当 A ABC cn АА'В'С'. 

这 一 重要 发 现 真是 美妙 无 穷 . 

证 明 因 x,y,z E R+, 则 (a) 等 价 于 

再 (>)xa2)(>)xa'2) > 8( > уха'?)?А? + 8( X) xa?)?A'? Ф 
记 D, = а?а'?Н - 8(а'*А? + a4A'2) 
T, = (b?c'? + b'?c?)H - 16(Ь'?с'?А? + 52c2A'2) 

Ds, De, T,, T, 的 意义 类 似 (只 换 字母 ) . 

易 证 D, > 0, D, > 0, D. > 0, 应 用 平均 值 不 等 式 ,并 注意 到 H > 0, 可 得 
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T, = (аЬ? + a'?b?)H – 16(а'?Ь'?Д? + a202A'2) = 
2aba'b’ [| н - 8( Eta? + ban) ] о 
Т,>0 
同 理 T, > 0, T, > 0. 

XR @ 展开 整理 便 是 

Dax? + Diy? + D2 + Туг + Тех + Тху > 0 @ 
RO 显然 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 

D, = D, = D, = 0 

T, = T, = T, = 0 
显然 , 当 x = y = z 时 , 式 (a) 化 为 式 (a). 
无 独 有 偶 , 式 (a) 还 有 两 个 “如 花 似 玉 ” 的 配对 式 


j-snaco AAB'C 


H> (а + бан) (as) 
„М ы лоо < 


且 等 号 成 立 的 条 件 不 变 . 
在 这 3 个 加 强 式 中 ,分 别 对 x,y,z 取 值 .我 们 又 可 得 到 一 系列 的 分 式 型 加 强 式 ,如 


H> s: + Za") 


H > (Bta? + Еда) 


Р та А ‚ 22sin 4 
>8 t Уаш А 
Ус A' > (cot B + cot C) > am ° эм 
4 


以 上 (as) (as) (a6) 中 虽然 定义 *,y,z > 0, 但 只 要 不 同时 为 0, 也 是 允许 的 . 
令 人 欣喜 的 是 ,我 国 的 安 振 平 老师 在 1991 年 建立 了 第 一 个 匹 多 恒等式 


1 J ау 
- a(S + Зла). 2260—02) в 
其 中 з= а? +b + с2,5 = a2+82+c2 
利用 恒等式 (ay) 不 仅 可 以 导出 一 些 加 强 式 ,也 可 导出 式 (a) 的 完善 式 
, ay 22002 - абаў ` 
H < 8( $4? + Za) + aF (в) 
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УЧЕН o = — 


且 等 号 成 立 的 条 件 仍然 是 A ABC ОО ДАВ'С'. 
进一步 , 安 振 平 老师 又 建立 了 


E = Da(p’ - a')(p - b)(p - с) > 2AA' (а) 
KRCa) 变形 即 得 
H > I6AA' + Q : (ав) 
其 中 0 = ок (5+е-а)(#-©) =0 


而 且 , 式 (aio) 至 少 有 3 种 证 法 . 今 选 其 一 . 
证 明 Bary 均 为 正 数 , 且 х',у',г' 也 均 为 正 数 , 令 
| = (уг,гх,ху) | ыйы = myz(x + y + z) Е 
(Ку, Kz, K3) = (ут, 2, ху)" (КК + К.К + КК = x'y'z(x + y' +2) 
[È KO +a) P > 
акк) Олз) АЖ е 
Уау (y + z) > Alaya Dalay Sx) 
等 号 成 立 仅 当 


2 Ку * У z 
ERO х= p- a,x = 及 -oa' 等 ,并 注意 到 y+z=2p-0-c=a 及 
w+y+2=3p-a-b-c= 直 (a+b+c) =p 等 ,得 到 
Е = 2>1a'(p' - а')(р - b)(p - с) > 244' 


А Айы ЫК сай” у 
1.40.4 ау @ 


又 根据 恒等式 


н 8Е + Q 


Е A |= > 16AA' + Q 
等 号 成 立 的 条 件 易 推 之 . 


在 式 (Q) 的 一 系列 加 强 式 中 ,不 带 分 母 的 首 推 程 龙 老师 建立 的 最 简 妙 
Н > 16AA' + (аә - а)? (an) 
证 法 1 记 
К = 4aba'b' – (a? + b? – с?)(а'? + b’? - c?) RÈ - (16AA') = 
4[ab(a2+ 02 с?) – аъ (а + 2 – ‹?)]? > 0 
К? > (1644') К > 1644'— 
Н > 16AA' + 2(ab' – a'b)? 
Н > 16AA' + 2(be’ - b'c} ?= 
Н > 16AA' + 2(са' — c'a) 
3H >3 x 16AA' + 2>)(al - a'b)? 
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H > 16AA' + 2а - аъ) 
等 号 成 立 仅 当 ДАВС cn A ABC. 


证 法 2 由 于 
сов( С — С') < 1 二 cos Ceos С' + sin Csin C' < l> 
16AA' + (a? + 2 с?)(а'? + 62 - с?) < 4aba'b' К > 16AA' 
以 下 过 程 同 证 法 1. 
最 奇妙 的 加 强 式 , 是 陈 计 老师 建立 的 
2 
н> (a4? + 2 (an) 
其 中 
2 b? 2 2 2 2 
нв) 
此 外 ,如 果 应 用 Bottema 不 等 式 ,还 可 得 到 完善 式 
6(3RR')2 - 16АА' > H > 1644' (аз) 


3 ”等 价 形式 


对 于 两 个 命题 ,如 果 命题 4 与 命题 8 具有 相互 推出 关系 4eB, 那 么 ,在 数学 意义 上 ， 
命题 4 与 命题 互 是 等 价 的 ,它们 只 是 文字 叙述 或 表达 式 不 同 罢 了 . 

1963 年 ,Oppenheim 建立 了 匹 多 不 等 式 的 等 价 命题 . 

设 AAAA; 的 三 边 长 为 ol,aa, aa, 面 积 为 Aa; AB, BB HEKA bi, bz, bz, M 
积 为 Ab; 全 C1C2C3 的 三 边 长 为 c1,c2,c3, 面 积 为 Ac, 且 满足 条 件 


2 2 
c= bi i = 1,2,3 


则 有 不 等 式 
(b) 


等 号 成 立 仅 当 АА, АА; V AB, BB. 

据 笔者 初探 ,此 等 价 命题 可 以 推广 为 : 

ЖТД) B AAAA 的 三 边 长 为 a1,az,a3, 面 积 为 Aa; 公 B1B2Bs 的 三 边 长 为 
5b1,62,b3, 面 积 为 Ab; 全 C1C2C3 的 三 边 长 为 c1,c2,c3, 面 积 为 Ac, 且 满足 条 件 


а = 5] ма tanb i =1,2;3 Ф 


Ре x, Aa +45 (0) 


则 有 不 等 式 
Ас 
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AAH o = — 


其 中 
а{[(1+у/5\* _ (1-v5)" 
* = Б 5 ) -( 2 )] 
(n € N) 为 斐 波 那 契 数列 , 且 式 (e) 等 号 成 立 仅 当 АА,А,А; CO A Bi B,Bs. 
证 明 ”我 们 只 须 对 r = 1 时 的 情况 证 明 即 可 ,为 此 ,我 们 分 三 步 证 明 . 


(1) 我 们 先 证 明 以 c1, cz, сз 为 边 可 以 构成 三 角形 ,为 此 只 须 证 明 c, < cz + сз 即 可 ， 


其 余 cx < cy + сү,су < cl + ca 同 理 可 证 . 
al < аз + as 
2 
| = җай + б < х„(а; + a3)? + xnn(b2 + b3)? = 
b, < b; + bs 


(алад + ха,103) + („аў + n4103) + 2(а,азаз + xnr1b2b3) = 


cå + с + 2(V хал V хлаз + хало * V хз) < 


+ с + 2[(жай + xai b3) (xa) + л, В) = 
с} + єў + 2c2cs = (c> + ca)2=c1 < (c, + су)?=эсү < сз + сз 
(2) 求 数列 的 通 项 ;以 
с = Ма + №, = 1,2,3 
为 边 可 以 构成 三 角形 ,那么 以 
LCa? + b?) + 好] 二 = Va? 20,1 = 1,2,3 
为 边 也 可 以 构成 三 角形 .同样 ,以 
[02 +202) + (a? + М)]% = /2а1+3Ь1,4 = 1,2,3 
为 边 可 以 构成 三 角形 . 
如 此 继续 下 去 ,以 
Ci = V х,а? + х0, = 1,2,3 
为 边 可 以 构成 面积 为 Ac 的 三 角形 . 
显然 数列 |x,| MEKK 


tM i 


жуз = % + Xa ЕЕН 2 

(3) 由 海伦 公式 ,有 

164° = (2722 - 22) = Г) (х,а? + х...) - 22 Crna? + x, 232 = 
(а, Doa? + an 27512 - 2) (да + 2x ,ла22 + ayb) = 
AOD S + Panta (298) (0) + а (У 0) - 292 Ја – 
2⁄2. 2754 - алла) а = Са) - 22721] + 
aral - 2275] + 2а, АСС а) СБ) - 207930] = 


165242 + 1622,43 + 2х,х,.1Н > 
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16(22⁄2 + 22 A + 2x AAA.) = 16(z,A, + xnriAs) = 
A, > хД. + 14 
等 号 成 立 仅 当 AAAA CO A Bí B;Bs. 
从 上 述 证 明 ,我 们 知道 
Н > 16А.Дь5ДА, > xA, + xA, 
而 且 , 式 (e) 还 可 以 推广 到 四 边 形 中 去 . 


4 ”指数 推广 


根据 我 们 在 前 面 建立 的 结论 , 冷 岗 松 老师 在 上 世纪 就 建立 了 式 (a) 的 指数 推广 : 
推广 2( 冷 岗 松 ) 设 公 4'B8'C' 的 三 边 长 为 a' ,4',c' ,面积 为 A'; 公 4BC 的 三 边 长 为 
а,Ь,с, Д; a,b € [0,1], 记 
H(a,B) = a (bP + P _ aP) + b(t? + aP _ b28) + c'2e(a 20 + 28 _ 28у 
则 
+p-2 
ңа) = [2] ” ванае (4) 


并 约 H(1,1) = H,H(0,0) = 3. 
显然 , 式 (d) 等 号 成 立 仅 当 : 
M a = В = 1 时 ,和 4BC V AA'B'C' .其它 情形 为 人 4BC 和 公 4A'B'C' 为 正三 角形 . 
证 明 ”由 于 以 a”,b”,c” 为 边 可 以 构成 面积 为 A'。 的 三 角形 ;以 af ,好 ,of 为 边 可 构 
成 面积 为 Ag 的 三 角形 , 则 有 


A „ХЗ HE 
ч уна 8) > 162, + ду (EEN 42)” 
s> 
жиза). 
5 “参数 推广 
我 们 可 以 从 参数 方面 将 式 (a) 推广 为: 


推广 3 设 全 4BC 的 三 边 长 为 a,b,c, 面 积 为 A; 公 A'B'C' 的 三 边 长 为 o ,b,c', 面 
积 为 A' ;参数 1,w > 1,x,y,z < 1, 则 
Н = a’ (àb? + ис? – ха?) + ЫСА? + ра? - yb?) + c'2(Aa2 + pb? – zc?) > 
16(1 + m + n)AA' (e) 
其 中 ка ыш ы, 
n= (1-х)(1-у)(1- 20 
略 证 ”注意 应 用 式 (a). 


数学 奥林匹克 与 数学 文化 


БЕ oz- 


Н = н + Уа (А - 10) + (и - 1)e2] + > )(1- х)(аа')? > 
н + 27(ma'2be) + 3[ L ](1- ж) аа) > 
H + та?) + за [аа 2]3 > 
16AA' + 16тйА' + 16nAA' =» 
H' > 16(1 + m + n)AA’ 
为 了 向 式 (a) 的 加 权 推广 靠近 ,我 们 先 建立 两 个 相关 结论 : 
HEIA) 设 公 4BC 的 三 边 长 为 a,6,c, 面 积 为 A; 公 4BC 的 三 边 长 为 o b ,с', 
HRH AIER A, u,v E (0.1), B À + # + ç g< 1,MJ 
T, = àa'?( b? + с? – а?)? + pb (a + 2 – 222 + 
ve (a + b? — e) > 64A2A' -VN Ф 
略 证 ”应 用 杨 克昌 不 等 式 有 
有 = Doha? (0 + с? aè) = 1642>)(o2 АсоЁА) > 164'+/зу © 


[ = 2006) - Da" = 16А? 


其 中 ` 
y = >унә(со! Beot с)? 


应 用 柯 西 不 等 式 有 
1.) (22 ЭРЭР Beot С)? > (Ў) 1 cot Boot C 1)? > 
(Be Boot С)? = 1 


(> AD 


рә )` Мет > > 
T, > в/5. А? > 64424' Уу > 64 Viw + A2A' 
结论 2 设 公 4BC 的 三 边 长 为 a,5,c, 面 积 为 A; 公 4'B'C' ЇЙ ЖМа',Ь',с',Щ 
积 为 A' ;A ,1,v 为 正 数 ,满足 
р = 2Ан®(А + p +v) ~ (ро) (ьй)? — (А) > 0 
则 有 
P, = (ИБ? +с'?)(Ь? + с? — a?) + (0072 + àa?) (e? + а? – b?) + 
(за'? + pb?) (а? + b? - с?) > LAA' @ 


其 中 ТЕР 


略 证 ”应 用 杨 克 昌 不 等 式 , 有 


P, = Ў)? + ос?) (Ы + è- а?) > 2V ay @ 
其 中 
x= Ў. ос) = У) (Ыс) 
ч Р, > 8VxA @ 
| = (Р è- а2)(‹®+ а2- b2) = 1642 С 
次 应 用 杨 克 昌 不 等 式 得 
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x > V pq @ 
其 中 


ү = 230 + 4) - Уо) |! = Aw DA - Dw) 
q = >(be')2(0ca')2 z q = (а) Уа? > Lassy? 


« > | 2) ар > 2[ Р) aa 


等 号 成 立 仅 当 人 4BC,A4'B'C' ЕЯ, HA = p= о. 


6 ”加 权 推 广 


在 20 世 纪 出 版 的 《初等 数学 论 从 (第 8 辑 )》 中 ,就 有 杨 克昌 老师 的 重要 成 果 , 加 权 推 
广 了 匹 多 不 等 式 式 (a); 

推广 4 设 公 4BC 与 公 4'B'C' 的 边 长 分 别 是 ,b,c 与 a 和 ,b,c' ,面积 分 别 为 A,A' ， 
实数 Ку, Ka, Ks 满足 条 件 


K + К+ Ку = у= (К, + КК + КК) > 0 


则 
W = а'?(Күа? + Kb? + Кус?) + b?(K,b? + Кус? + Куа?) + c'2(Kicz + Куа? + КУЮ) > 
16(K + K> + Ку)АА' (0 
等 号 成 立 仅 当 
а'? ь? с? 


йз +3 T A3 +A АЖА 
Ар = Куа? + Kb? + K? 
其 中 Ал = К + Кус? + Куа? 
Аз = Кус? + Куа? + Ksb? 
可 见 , 式 (f) 的 外 形 结构 与 众 不 同 ,别具一格 , 且 权 系数 Ку, Ka, Ks 所 满足 的 条 件 也 出 
人 意料 . 
证 明 (1) 首先 证 明 41,X2,43 中 至 少 有 两 个 正 数 ( 略 ). 
(ii ) 由 于 
ÈK = / - кк > oD KY =- DRR) K + 27K,K, = - 227 Ка 
Za = > (КЬ? + Кус? + Куа?) (Кус? + Куа? + КЬ?) = 
(>к + DKK) 27020 + (У) KaK) а = 
- (кока) 205620 Ba) = (DK): (44) > 0 
W = D,a? (Kia? + Kb? + Кус?) = Ула? > 


М (Аз) 227622 - >)o4)( 应 用 杨 克 昌 不 等 式 ) = 
-@- 
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AAH o = — 


аСУЈАзА5) + А' > 16(27K)AA'Ə 

W > 16(K + K, + K3) AA 
至 今 , 式 (a) 的 加 权 推 广 尚 无 第 二 个 , 故 式 (D) 可 堪 称 人 间 妙 题 , 稀 世 珍 品 . 
下 面 我 们 再 介绍 优美 的 高 灵 不 等 式 . 


如 果 我 们 在 推广 2 的 式 (d) Ж а = p = Ñ , 便 得 到 特例 


а'(Ь+с-а)+Ь'(с+а-Ь) + с'(а + Ь- с) > У 48AA' (в) 
当 和 A4BC cn AA'B'C' 时 , 式 (g) 化 为 前 面 的 “ 费 - n” 不 等 式 
D alb + с-а) > 44/34 Ф 


因此 式 (g) ER © 的 一 个 推广 ,而 且 , 式 (g) 的 外 观 结构 与 匹 多 不 等 式 完全 一 致 , 它 就 是 
著名 的 高 灵 不 等 式 . 它 是 我 国 重庆 的 高 灵 老师 首先 提出 的 ,1983 年 发 表 在 美国 的 《数学 月 


W) E. 
为 了 重 在 基础 ,我 们 先 证 明 高 灵 不 等 式 . 
证 法 1 记 
ë = 2(yz + zx + ху) - х2 - у? - г @ 
在 杨 克昌 不 等 式 
(ах + Ву + уг)? > Ə(BY + Ya + aB) @ 
中 取 


(ж,у,:) = (a',b',c') 
并 应 用 “ 费 - 哈 ” 不 等 式 ,有 


8ё=22>уЬ'с' - Уа? > 4V3A’ Ф 
再 取 (a,B,7) = (+ с-а,с+а- ‚а + Ь- с) МА – 6” RER, A 
BY + Ya +аВ = У) (с+а- b)(a + - с) > 434 © 


@,@,@ 结合, 立即 得 
(Бах)? > 4V3A - 4/ЗА' = 48AA' а (b + c - а) > /48A2° 
等 号 成 立 仅 当 人 4BC 与 人 A4'B'C' 均 为 正三 角形 . 


证 法 2 首先 注意 海伦 公式 
164° = (ХЈа) П b + с-а) © 
和 * 波 - @” 不 等 式 的 加 强 式 


абс 43 
a+b+c”> 9 4 ° 
并 注意 到 T= Da(b+te-a)= Da(b'+e -a') 
有 T>3[[]a' (b + c- a)]2 = Заве ll + c а) 2 
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a'b'e' 
P s ( 


РВ 164°) У 
а 


Т > VAA 
如 果 我 们 在 上 篇 推广 14 的 式 (V) 中 , 取 0 = 十 ,然后 再 综合 前 面 的 加 权 推广 式 (1)， 
立即 得 到 高 灵 不 等 式 的 加 权 推广 
W = Ха (Ка + Kab + Кус) > 4(K + Ka + K3) /3ДА' (h) 
其 实 , 据 笔者 初探 ,高 灵 不 等 式 (g) 还 有 一 个 加 权 推 广 : 
推广 5( 公 ) ДАВС 的 三 边 长 是 a,b,c, 面 积 为 A; 公 4'B'C' 的 三 边 长 为 a',b'， 
c ,面积 为 A' ; 正 数 A , p, o 满足 条 件 
Š = àh à + p +v) - Аи? pv > 0 @ 
则 
Т = Аа (b +c- a) + pb'(c +a- b)+ v(a +b- с) > (4738). VAA (i) 
显然 , 当 = pj = v = 1 时 , 式 (i) 化 为 式 (g). 
略 证 ”注意 到 巧妙 应 用 “ 费 - 哈 ” 不等式 和 杨 克 昌 不 等 式 ,有 
T = [Dha (b + c- a) > xy 
其 中 


@ 
x= $уш(с+а-&)(а+Ь-с) 
I E a 2 
再 度 应 用 杨 克 昌 不 等 式 , 有 
x > тл @ 
其 中 


m = 221(6)() - У) (о)? = 22p6(À + p + v) — У (mwm = ò 
п = 27[(c +a - b)(a +b — c)(a +b - c)(b + c — a)] = 
2 +c c-a)|l0 + c -a)= 
(a+b+c)[](b+ c- a)Ən = 164? 
于 是 Т} > ху? > mn(4V34A')2 = 8. 16A2(4V34A')2 
T, = )Аа'(Ь + с- a) > (4 38) - VAD 
-@- 
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ЗЕН 三 一 


等 号 成 立 仅 当 人 4BC 、 公 4'B'C' 均 为 正三 角形 目 X = и = v. 


现在 我 们 已 经 知道 , 匹 多 不 等 式 有 两 个 配对 式 , 据 笔者 初探 ,高 灵 不 等 式 也 有 个 配对 


式 
а' £ _ с! 3 Fg 
b+c-atcra-bta+b- c> A 


且 , 应 用 三 角形 等 周 不 等 式 和 “ 波 - @” 不 等 式 , 式 @ 又 可 加 强 为 


‚3 
MS Ufi) (3) 
利用 式 @ 和 杨 克昌 不 等 式 , 易 将 式 @ 推广 为 


Аа'® дү} 
T=2 гуча = К) 


其 中 
к= (8) зо: - УА) > 0 
Ћ = >; 2 а? ( Te) E 
其 中 e = 2XWyw(X + y +v) - X (о) > 0,а,В,А, p, v BIHER. 
т “代数 推广 


从 代数 意义 上 讲 , 匹 多 不 等 式 可 推广 为 : 
推广 6( 公 )” 设 两 组 正 数 ai, az, a, Abi, b2, bn 满足 条 件 


($н)*>»2$44-(25ь)*>»2$м 


则 有 
(22а) (Dh) -2 а > УАВ 
4 = (Xa) -2 
其 中 
в = (Уу) - 2220 
等 号 成 立 仅 当中 таа 


显然 ， эн MERR 


@ 


0) 
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(а,аз,аз) = (а?,?,') [А = (2142)? - 273а* = 164? 
кыы ЕЕК = (Ba) -25a = 16477 
(œX D a?) -20 а?а? > 1644'= 
H = Ўа?( + с – а?) > 16АА' 
因此 , 式 (j) 是 式 (a) 的 代数 推广 ,同时 , 它 也 是 杨 克 昌 不 等 式 的 推广 . 
证 明 ”应 用 柯 西 不 等 式 有 


VAB+ 25) a = МАВ + Уеа, 02) < 
Га + EaP LB + 六 Wai) 二 = 


(A 25e + =) (36): 


(Xa) (Èb) -22 ab: > ив 
等 号 成 立 仅 当 ay = a/b = o/b 
进一步 地 ,如 果 我 们 记 B: = УЬ - 2b; 
RO 又 可 以 改写 成 Е 


ак > УАВ 
8 ”元 数 推广 


外 森 比 克 不 等 式 “ 波 - 使 ”不 等 式 “ 费 - 哈 ” 不等式 ,它们 均 只 涉及 一 个 三 角形 的 
边 长 和 面积 .后 来 ,我 们 都 把 它们 推广 到 了 多 个 三 角形 的 情形 ,那么 ,对 于 已 经 涉及 了 两 
个 三 角形 的 匹 多 不 等 式 ,也 能 将 它 推广 到 多 个 三 角形 中 去 吗 ? 
为 此 ,我 们 发 现 , 欲 直接 推广 是 不 行 的 ,我 们 得 将 匹 多 不 等 式 
H = Ў}а?( + с? - а?) > 16AA' (а) 
变形 为 
H = (Xa) (X è) -2>)(aa)2 > 16AA' (a') 
才 行 .而 且 ,如 果 我 们 记 s = а? + b? + cs = а'?+ Ь? + с"? , (а) 的 一 个 加 强 便 是 
“E o- Ж” 不 等 式 
H >в[®л® + Za”) (+) 
现在 我 们 高 标准 要 求 自 己 . 
ETIA) 设 人 4;B;C; 的 三 边 长 为 a;,bi, cei, 面积 为 Ai, 指数 ge (0,2](1 < i < 


数学 奥林匹克 与 数学 文化 


nga oz- 


n;2 < n € N), EREDO: = 2, 则 有 
н, = Dat ы + а) — 2] La - 2] | 2 - 
201 „(Т1 2a (2) 


ERL AAB Ci V 人 ABC …c AA,.B,C, ,其 中 S = а + 0 + сї. 
如 果 我 们 取 п = 2, 有 
2 2. 6, в, 
нњо о(8) 902) ]- dal aia] o 
式 @ 可 视 为 " 彭 - 常 ”不等式 的 一 个 指数 推广 .这 是 因为 如 取 0, = 0, = 1 时 ,上 式 立 刻 
RIE - W” 不 等 式 


н> za Р $43) 
如 果 应 用 加 权 不 等 式 ， звяр; 2 LERE” 


m> TINE AE Fal sij GE 169 о 


ќо 便 是 匹 多 不 等 式 的 ， п ,元 推广 . 
证 明 ”海伦 公式 化 为 5? - 164} = 22) at. 应 用 赫 尔 特 不 等 式 , 有 (其 中 6, = 


24-а = 1) 
п Sis н, = 27) 1 а = Т1 а + 21 ГУА afle А 210 ++ bs = 
i Tat + 2b4 + 2c4)® = ls - 16A2)%, = 
(Гуе) Ei- SE) < (1199.2 [i - s) š 
DS [i -i[2)]- INE -Za 
(Do li- sol н)" 15-6 Tis) Zali 
Н, > 8 (Т1) 59 [3 
等 号 成 立 仅 当 


al: b}: сї: A, = ай: bl: 2: A = зз = a2 : b 0: Д, 
АА В,С, ДАВС --- O AA,B,C, 
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9 ”四 边 形 推广 


我 们 知道 ,四 边 形 的 情况 比 三 角形 要 复杂 ,自然 ,将 一 个 几何 不 等 式 推广 到 四 边 形 往 
往 也 随 之 复杂 化 . 

对 于 四 边 形 , 有 用 途 广泛 而 重要 的 : 

定理 1( 史 坦 纳 ) ”对 给 定 边 长 的 四 边 形 以 有 外 接 圆 者 的 面积 为 最 大 . 

因此 ,如 果 以 ai, az, as, aa 表示 四 边 形 41424344 的 边 长 ,表示 它 的 面积 ,p RRE 
周 长 , 那 么 最 大 面积 可 由 Brahmgupta ARKH 


F = [(р- а,)(р - а›)(р - аз)(р -as)]2 Ф 
特别 地 , 当 a4 一 0 时 ,A1424344 退化 为 人 414243, 公 式 O 退化 为 三 角形 面积 公式 
F=A=[p(p-a)(p- a)(p- а;)]!? @ 
这 就 是 著名 的 海伦 公式 . 
特别 地 ,将 式 © 展开 ,可 变形 为 
16Е? = (X) a) +8] ]а@-2>)а4,1<ї1<4 @ 


有 了 上 述 定理 和 公式 @ ,不 难 将 Oppenhein 不 等 式 从 三 角形 推广 到 四 边 形 : 
设 两 个 圆 内 接 四 边 形 的 边 长 分 别 为 a;, b;, 面 积分 别 为 F, 和 Fa, ДПД 
ci = (a? + ЬЇ)!2,ї = 1,2,3,4 
为 边 可 以 构成 四 边 形 ,这 个 四 边 形 的 最 大 面积 F, 满足 不 等 式 
F; > Е + F; (*) 
等 号 成 立 仅 当 这 两 个 圆 内 接 四 边 形 相似 . 
我 国 的 陈 计 老师 利用 上 述 推广 ,首先 将 匹 多 不 等 式 推广 到 了 四 边 形 . 
推广 8( 陈 计 ) ”字母 意义 同上 . 
h = Уа. 5) + 4[ [| (a+ DT 
4[1ш-4] 1% = 16F,F, @) 
紧 接着 , 陈 计 老师 又 建立 了 : 
推广 9( 陈 计 ) 
2 9: 
H = Уа + Ы) Бети + жепк» 16Е\Ё› (m) 
以 上 两 式 等 号 成 立 仅 当 А,А,А,А, 与 ВВВ. В, 为 相似 的 圆 内 接 四 边 形 . 当 这 两 个 
四 边 形 退 化 为 三 角形 时 ,a4 = 0,b, = 0. (1) 和 (m) 两 式 均 退化 为 匹 多 不 等 式 


(аў + а}- a?) > 16F,F, (a) 
但 是 , 据 笔 者 初探 ,上 面 的 式 (m) 又 可 加 强 成 “ 彭 - Ж” 不 等 式 的 四 边 形 推广 
п»з[?к1 + Sir) (n) 


ЗЕЕ с = — 
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其 中 H 表达 式 同 式 (m) 左边 , 且 
Si = [(2)а2#+8][]а12,5› = ГСУ) + 8167,1 = 1,2,3,4 
证 明 (1) 我 们 设 
p= Ха [5] = pt+8]la [168 = 5{-2>уа} 
r Е al =+ кее Lus = 8 25) 
于 是 


815: = „(1+9 +5 Ha hı „иј = РА 4 


Рр ЕПА +Ë la] 
H = pipa- 25 ot + (а + ТЬ) > S182 - 222 04 
(у 
25 a0? < [Са СУЫ)? = [(51 - 16Р1)(51 - 168) = 


saffi- (8) 102-681) < 


z7 + 
Pi 


Пе, Пај). 


Ф 


вв -#[($) (5 Ih вә (5), (ш) 1+ 


H > 815-25) а > ssis:[ (Ж) + (2) ] = 


(у^ t+ р 引 
等 号 成 立 仅 当 41424344 与 Bi B,BsB, 为 相似 的 圆 内 接 四 边 形 . 


10 ”四 面体 推广 


在 许多 中 学 数学 资料 上 ,都 有 关于 四 面体 的 题目 ,这 是 因为 三 角形 是 平面 多 边 形 的 


起 点 ,而 四 面体 则 是 空间 多 面体 的 起 点 . 
虽然 三 角形 的 面积 公式 有 几 个 ,而 海伦 公式 
= Ур(р – а)(р - b)(p - d) 
却 只 有 一 个 . 
相应 地 ,四 面体 的 体积 公式 也 有 几 个 ,但 与 式 @ 相对 比 ,也 只 有 一 个 优美 的 . 


Ф 


定理 2 ”在 四 面体 4 一 BCD 中 ,三 组 对 楼 分别 是 a、a’ ,5b、b',c、c' ,外接 球 半径 为 尺 ， 


体积 为 Y, 则 有 
6RV = V plp - аа')(р - Њ')(р – сс) 


Ф 
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其 中 p = 二 (aa + bb + ee). 
HR @ 知 , 必 有 
(p - аа')(р- bb')(p - сс) > 0 
故 必 有 p - aa' > 0,р- bb’ > 0,р- с >0 
如 若 不 然 ,不妨 设 
р- аа < 0 
р- b < 0 
矛盾 , 故 bb' + cc' > аа',сс' + аа! > bb',aa' + bb' > сс 
即 任意 两 组 对 棱 的 积 之 和 ,大 于 第 三 组 对 楼 的 积 . iX 382 ЖЕЛ A Ul Rk B = #1 АГ 
之 积 aa' ,bb' ,cc' 可 以 构成 三 角形 的 边 ,其 面积 为 6RV, 于 是 ,我 们 得 到 : 
结论 ТЕ ЛАВС 中 ,车 关于 a,b,c, A 的 关系 式 为 1, 则 在 四 面体 4 一 BCD 内 ,关于 
аа! , bb' ,cc' ,6RV 的 关系 式 亦 为 /, 即 有 
fla,b,c,A) = f(aa' ,bb' ,cc' ,6RV) 
这 样 ,我 们 可 迅速 将 三 角形 的 关系 式 对 应 在 四 面体 中 . 另 一 方面 ,由 于 三 角形 的 海伦 
公式 展开 整理 即 为 


=2p -aa' — bb' = ce' < 0 


at + bt + ct = 1642 + >)(b - с?)? Ф 
于 是 ,对 应 的 公式 © 展开 整理 为 
У (aa = (24RV) + 27[(bb' 2 - (ос) @ 
顺便 指出 :由 于 
(02 = c)? = (b + c)2(b - c)? > alb - с), Уа > 164? + Dab- с)? Ф 
这 是 我 们 以 前 介绍 过 的 结论 。 
另 一 方面 ,在 A ABC 中 有 重要 的 “ 波 - @” 不 等 式 
A «(аксу @ 
那么 ,在 四 面体 中 对 应 地 有 
V< 和 (obec) © 


如 果 再 设 四 面体 4 一 BCD 的 四 面 的 面积 为 51, 52, 53, S4, 外 接 圆 半径 为 尺 , 内 切 圆 半 
径 为 r, 则 有 结论 


V < 22 .3-4(S,S,S,S.)3⁄ Ф 
В > 3r @ 
局 Р = [| (аа) > 722 
У < 55(2к)?. 
<O) eR > 2 9 
КЕ 


有 了 上 述 重 要 的 结论 , 那 我 们 在 前 面 建立 的 外 森 比 克 不 等 式 的 加 权 推广 ,就 可 推广 
-@- 


JAH oz- 
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到 四 面体 中 了 
Ai(aa')2 + АСЫ)? + As(ee')2 > #8 АТАУ + АзАз + АЗА, + V$ (о) 
(aa + À>! + Аз\ сс = 1A2 + A2A3 + 人 3A1 9, 
更 令 人 惊喜 的 是 , 单 坪 老 师 建 立 了 式 (o) 的 绝妙 配对 
ЛЕ + АЕ + АЗЕ + АЕ > Э160Аз4Аа + АзАаА + А4А1А + ААзАз) У*]!? (р) 
于 是 , 陈 计 先 生 利 用 式 (p) 建立 了 匹 多 不 等 式 的 四 面体 推广 
Б Е\(5› + Sa + 54 — Si) > 1843 + (V1 V2)? (4) 
当然 , 匹 多 不 等 式 还 有 一 个 四 面体 推广 . 
(аа',)[(Ь')? + (сс')? – (aa')2] + (bibile)? + (аа)? - (bb')2] + 
Cae (ша У + СЫР - (ee 2] > ЁС) 四 
而 且 , 陈 计 与 马 援 还 建立 了 漂亮 的 : 
设 四 边 形 A, - 424344 55 В, — ВВВ, 的 棱 长 分 别 是 ui ,bi(i = 1,2,…,6) ,体积 分 
别 为 Vi 和 Vy, 则 当 9 E (0,1] 时 ,有 
Уа — 3029) > 18(72У, у.) (в) 
其 中 4 = У. 
限于 篇 幅 , 以 上 为 结论 的 证 明 略 去 . 


п ”四 边 形 不 等 式 


如 果 说 关于 三 角形 的 几何 不 等 式 丰富 多 彩 ,那么 关于 四 边 形 的 几何 不 等 式 也 五 彩 缤 
纷 , 毫 不 逊色 .为 此 ,我 们 在 本 文 的 最 后 一 节 特 意 简略 介绍 关于 四 边 形 的 几何 不 等 式 . 

定理 30918) а, p, y, ð 中 至 少 有 3 个 正 数 , 且 apy + Вуд + уба + дай > 0, 四 
WÉ ABCD 的 边 长 为 e,b,c,d, 面 积 为 F, WA 


2, ар 2 2 J аВу + Вуд + уда + бай 
аа? + Bb? + ус? + д0 > 4, а + ВВ Е (t) 


等 号 成 立 仅 当 ша = сле 

А = (B+ y)(8 + ó)(y + ó) 
А3 = (а + Y)(a + 0)(y + д) 
А3 = (2 + а) (0 + В) (а + B) 


Д = (7 +а)(у + 8) (а + B) 
证 法 1 由 史 坦 纳 定理 知 ,我 们 只 须 考虑 ABCD 内 接 于 圆 的 情况 即 可 . 此 时 ,B + 
D=A+C=x. 


其 中 
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我 们 先 证 а,8,у,8 中 任意 两 个 数 之 和 为 正 . 由 已 知 它 们 至 少 有 3 个 为 正 数 , 即 最 多 
只 有 一 个 为 负数 ,不 妨 依 对 称 性 设 
B> 9 aß <0 
а < ОЇ с + В=0 
t = абу + Вуд + уба + бай = аВ(у + ó) + Yla + В) < 0 
这 与 已 知 矛盾 ,因此 а, В, y ð 中 任 两 数 之 和 为 正 , 从 而 c+ 8 + y+ д > 0, Е. 
(а + y)(a +8)(8+ y)(8 + ó) = (аву + 8у8 + уда + баб)(а+В+у+8) + 
(yë - aB)?2Ə— (yë - aß) < u = (а + у)(а + 0)(8 + У)(8 + д) 
PHE S = a + B + y + 0,1 
(78 – а)? < u 
令 
0= гесе 20) Є (0,7) зіп 0 = 4 


1 > cos(0 - B) = cos bcos B + sin Gein B> 


204 + cd) > (Уч Усов 8) - Xab + ed)oos В + (tsin 0) - Xab + cd)sin B - 


0 аара) ъа] А. Е 


аа? + pb? + у + дё > | |) Qi + 0 (b) 
аа? + Bh? + vè + оё > 415) (b) 
Q - [ (а + у)(а +à), | /@+ G+ 5,) 
其 中 a+B+7+6° а+В+ у +05 
Е (у 20у + 8) (ô + а) (5 
о. = (++, ni a 


可 见 , 单 境 老 师 的 上 述 绝 妙 证 明 ,不仅 令 人 惊叹 ,而 且 还 将 式 (tb ) 加 强 成 了 式 (b) .等 
号 成 立 仅 当 
ZB=0 } a b_c_d 
Qi = Q = 01А А Аз А 
ARC) 的 外 观 ,使 我 们 想到 杨 学 枝 老师 建立 的 推广 式 
54 icot а; > 44 
现在 我 们 取 特 例 n = 4, 并 作 置换 
(ai, аз, аз, аа) > (a,b,c,d)—= acot al + соі аз + с?сої аз + dicot as>4A (u) 
其 中 al+a2z+as+a4 = п 
Alu) SR) FABER) 显得 简洁 隐 含 ,不 便于 直接 举例 应 用 . 下面 我 们 证 
HRU) SR) ЖИ. 
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AAH o = — 


证 法 2 HFa € (O,z)( = 1,2,3 ‚нш = = п, a1,a2,a3,a4 中 至 少 有 3 个 
锐角 ( 因 至 多 只 有 一 个 钝 角 ) ,于 是 со! acot аз, сої аз, сої a4 中 至 少 有 3 个 正 数 ,由 


cot al + cot аз 


ар + аз = т- (аз + а4) с0а + аз) = – со(аз + a4)=> сага сага == 


со! аз + cot а, 
- оаа, —1 £ (cot a) + сої аз) (сої ascot a4 — 1) + 


сої aacot a4 — 
(cot аз + cot я acot аз – 1) = 0 £ 
Deot al = >)cot azcot ascot a4 Ф 
5 (cot ai,cot a2,cot a3,cot a4) = (2,8,2,2), >0 


由 于 Уен а > deot [222] = deot > Osk =at prta >O 


再 设 т = айу + Вуд + уда + дав 
җҖ O 化 为 


二 = 号 | Zaa? + В + ye? + Od? > ht ат = 
4 + Вуд + уда + ) 
а+В+у+ д 


Ра А “bin e её зш 4 @ 


sina, sinaz sia, sin a4 


顺便 指出 :在 (b) 中 ,如 果 四 边 形 ABCD 退化 为 全 4BC, 则 d = 0,0 =0(На,8,у > 


0) BARC) 化 为 
aa? + Bb? + ye > 4 @ 
这 一 结果 虽然 新 奇 , 却 比 我 们 在 前 面 建立 的 结果 


等 号 成 立 仅 当 


аа? + Bb? + Ye? > 4 / aB + Ву + YaA @ 
要 弱 , 这 是 因为 
(aß + Ву + Ya)(Y + a + В) > (VaB + У аву + V аву)? = аву > абу= 
288ү: 


aß + Ву + Ya >arpry 
ERC) 中 ,如 果 设 a + 8 + y + Š = 4, 那 么 式 (b) 可 以 简化 为 


аа? + Bb? + ус? + òd? > 2 ару + Вуд + уба + ав Е (ts) 
无 独 有 偶 , 式 (ts) 在 此 条 件 下 有 配对 式 
аа? + Pb? + ус? + ôd? > [16 – 3(а? + 2 + у? + 8?)]Е (t) 


如 果 将 式 (6) 加 强 , 即 是 四 边 形 等 同 不 等 式 的 加 权 推 广 : 
设 凸 四 边 形 41424344 的 边 长 为 al, az, аз, a4, 面 积 为 Fi, HIER А|,А2,Аз, A4 满足 
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条 件 
S=h+h+h+h>3hil<i<4 
S? > 3(AF + 43 + А + А3) 
4 
则 ла = 20/1, (o) 
E 
其 中 t= S2 - 32722 


等 号 成 立 仅 当 AAAA HEHH, H ài = À> = Аз = А. 
证 明 х, > 0(i = 1,2,3,4), 且 S. = Disa = Da Жа У 为 ,应 
用 柯 西 不 等 式 有 
ы —= A i 
[Sra 222. A22 aa] < (D+) De +22) = 
ONAKO ALONA 0а) 一 Ука > A(X ra) (Хаа) "2 


Ecs. - ада, > A (Dra) (аа) @ 
Ф S,- xí = 3) (1 < i < 4), 则 易 推 得 x; = А -34;, 和 
Dara = 208° - 3272) = $: @ 
进一步 可 推 得 
Јав > вд Ф 
@,@ 和 @ 结合 得 
Ула > 2 / À 


BC) 式 成 立 .等 号 成 立 仅 当 41424344 HERNÉ, H ài = Аз = Аз. 
ШЖ > А; = 4, 应 用 柯 西 不 等 式 有 
Аай = ОА) А) > Ола > TG ZX = дъ Ta > ià @ 
式 @ 与 (k) 式 等 价 . 
让 我 们 设 另 一 个 四 边 形 B BBB, 的 边 长 为 ba, b3, b4, MEH ,我 们 就 会 建立 
М К” RER 
аб + аз + asbs + ааба > 4 Fi Fz (ta) 
ША 025 = >)а,25' = У), 
ZI(S-a)(3 - 6) = (85 - S'a; – Sbi + аё) = 485 - SX) b; - SX) a; + D lab, = 
4SS' —255'-25'5 + D abi 2 abi = DO(S - a;)(S' - b;) > 
П(5-)(5- 6004 = 41]](8- a) + TICS - 0D JE = 
АСЕ - Е) > abi > 4 Fi Fa 


ЖЫН с = — 
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等 号 成 立 仅 当 41424344 与 Bi B;BsB, 同 为 正方 形 . 
最 后 ,我 们 补充 几 个 美妙 的 结论 ,作为 本 文 的 结尾 ,但 限于 篇幅 ,证 明 略 去 . 
(1) ЖА, н, 为 正 数 , 则 
A(ab + cd) + p(ac + bd) + vlad + bc) > 2//'3(Ан + ро + A) A (м) 
(>а) (авс + Ьсі + cda + dab) > 16Р? 
(abc)? + (bcd)? + (саа)? + (dab? _ 


а + 02+ 2+ Ф ө.) 
(ab + cd)*(ac + Ь4)?(ай + bc)? >2Е (ъз) 
其 中 x,y,z > 0. 且 
r+y+:= + 
4V F’ < abc + abd + acd + bed < 2 / F( F + 2R2) (м) 


以 上 a,b,c,d, 下 分 别 是 四 边 形 4BCD 的 边 长 和 面积 , 式 (w) 是 冷 岗 松 老师 建立 的 . 
(2) 我 国 已 故 著名 数学 家 陈景润 ,于 20 世纪 在 一 本 数学 科普 小 册子 上 ,向 广大 读者 
介绍 了 一 道 妙 题 : 


4(ab + cd) - (a? + b? -ed)>4/3F (vs) 
等 号 成 立 仅 当 人 B = 60,20 = 120. 
上 式 又 可 以 变形 为 


а? + b? + 3(с2 + 42) >4/3F +2(a - b)2 +2(с- d)? 
(3) 后 来 ,还 是 高 灵 老 师 将 上 式 推广 为 : 
设 凸 四 边 形 ABCD 和 4'B'C'D' 的 四 边 长 和 面积 分 别 为 a,5,c,d, 玉 及 a’,b' ,c,d'， 
F' , J 
K = 4(ad + bc)(a'd' + Бс) – (а®- b? – с + 4). (a°? — b? — с? + d’) > 16F + F 
(v) 
等 号 成 立 仅 当 ABCD 和 A'B'C'D' 均 内 接 于 圆 , 且 ZB = /В'. 
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两 道 几 何 竞赛 题 的 新 证 法 
оњ 
1. (1994 4E FEI PREA UKIE SE AER) 如 图 1, 直线 АВ 过 半 国 的 圆心 0, 分 别 过 4, 


作 圆 0 的 切线 , 切 圆 O T+ D, C. AC 与 BD 交 于 已 .自己 作 4B HER, EEX F, RUE: EF 
37} ZCFD. 


图 1 
证 明 Ар, САВ 之 垂 线 , 垂 足 为 0,R, 联 结 CD, 自 4, E, B fE CD 的 垂 线 , 垂 足 
H G,K, H.K% ОС, Ор, Ар, BC ZFP. 


0-01 


因为 Z GDA = LPDC = 人 PCD = ZHCB 
ZH = ZG = Ж 
所 以 AADG < ABCH 


‚ АС _ Ар 
所 以 BH ` BC 


у QF _ AD , ОВ 
所 以 RF = BC КА 
Ф 武汉 市 第 23 高 级 中 学 。 
-图 - 
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ЗЕН о= — 


因为 ОС? = OR - ОВ 
Ор? = 00- ОА 
ОС = 0D 
所 以 OR · ОВ = 00 - ОА 
所 以 ОЕ _ AD, OB _ AD , OB _ DQ 0C _ DQ 
F = BC ` ОА ` ОА ` ВС * OD ` RC ` RC 
为 ZDQF = 人 CRF = ФФ 
所 以 ADQF cn A CRF 
所 以 ZDFQ = Z CFR 
所 以 ZDFE = CFE 


所 以 EF 平分 Z CFD. 

此 外 , 张 景 中 院士 在 其 名 著 《 数 学 杂谈 》 中 用 娴熟 的 基于 面积 方法 的 消 点 法 给 出 本 
题 一 种 精彩 证 明 , 敬 录 于 此 ,以 利 妙 文 共 赏 (上 略 有 改动 ). 

证 明 ”如 图 2, 设 圆 0 半径 为 R 


图 2 
СОВ = а, АО” = В 
则 DU = Rsin В,СУ = Rsin a 


УЕ _ СЕ _ Sawe 


AV = АС = Sa 


ШЕ _ DE _ Sawe 
BU ` DB ` Sasco 


"ү, DU УЕ _ sing , Saso ‚АУ 
于 是 得 到 CV ` UF "sina ` Saa BU 
AV = АО + OV = —Ё— + Reos a = ЕО + cos acos B) 
cos 8 cos 8 


R- RC + cos acos 8) 
BU = ВО + Ой = —Ё— + Reos p = КО + cos acos 
сова 


cos а 


所 以 DU , VF _ sin Ü соза, Sapcp _ tan В, Sasco 
СУ ` UF sina соз В ` Sasco “lana SAa4cp 
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Samo _ BC- DE( /ppe = ZPCD, ZADC = ВСЮ) = ВС = 


Saa ` AD .DC AD 
Rtana _ tana 
Rtanß ` tan В 
于 是 “у = 
所 以 ADUF cn A CVF 
这 就 证 明了 结论 . 


2. (第 42 届 国际 数学 奥林匹克 试题 ) 如 图 3, 在 全 4BC 中 ,AP 平 分 人 BAC 交 BC 于 P， 
BQ 3-25 Z ABC Ж CA РО, ВАС = 60 EAB + ВР = AQ + BO. 问 全 4BC 的 各 角 的 度 
数 的 可 能 值 是 多 少 ? 

Ж 设 BC = a,CA = b,AB = c, 易 得 


b+c Р 
= be 
a+c 
BQ = 2ас В _ v ac[(a + с)? - 02] а с 
a+c 2 a+c 
代入 已 知 条 件 得 图 3 
Julai 5—51] 
с+ р. = An a 
设 (а + с)2- 2 = 1 
有 ct? — a(b? + c2)t + a2b2c = 0 
(t — ас)(с - ab?) = 0 
(а + c)[b? - c(a + с)100 ~ (а + ac + с?)) = 0 
所 以 
b? = c(a +c) Ф 
或 
b = а + ас + с? 
车 中 成 立 ,如 图 4 所 示 , 延 长 АВ 至 D 使 BD = ВС = а, Ӯ] 4 
H о) 
这 
a+c b B 
即 АБ = 48 
“ВАС = ZX CAD 
所 以 AABC cn AACD É 
所 以 АСВ = LADC = 人 BCD 
所 以 Z ABC = 2ZADC = 2ZACB Ыы 


УЧИН с = — 
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因为 和 BAC = 60, 所 以 人 4BC = 80, АСВ = 40. 
若 @ 成 立 , 则 由 余弦 定理 易 知 


соз LABC =- т 


所 以 Z ABC = 120,87 Z BAC = 60?, 这 与 三 角形 内 角 和 为 180? ,矛盾 , 故 A ABC 三 内 
角 的 所 有 可 能 值 为 4pP ,60 „80Р. 

可 以 看 出 ,我 们 在 得 出 @、@ 时 并 没有 用 到 和 4 = 60° 这 一 条 件 ,因此 我 们 有 一 般 的 
结论 : 
{E A ABC 中 ,4P,BQ 291 Z ВАС, АВС 的 平分 线 , 且 有 AP + BP = AQ + ВО. 
(1) 车 0 < ZA < 60, 则 人 B = 120 3R ZB = 2ZC. 

(2) # ZA > 60, 则 人 人 B = 2/С. 
当 ZB = 120 时 ,用 纯 几 何 法 证 明 АР + BP = AQ + ВО 是 一 个 不 错 的 平面 几何 练 
习题 . 
最 后 指出 , 刘 培 杰 老 师 在 其 主编 的 一 本 大 部 头 《 历 届 IMO 试题 集 》 中 给 出 了 本 问题 
的 6 种 解法 ,但 不 包括 本 文 提出 的 解法 . 

我 们 之 所 以 称 这 里 提出 的 解答 为 新 的 , 乃 因 笔者 在 目前 书店 中 能 见 到 的 竞赛 类 出 版 

物 中 尚未 发 现 上 述 证 法 及 解答 ,或 许 是 笔者 孤 陋 赛 闻 吧 ,一 点 心得 ,希望 不 致 贻 笑 大 方 . 
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一 道 第 45 届 IMO 预选 题 的 赏析 


REF 


Ж 45 届 IMO 有 一 道奇 特 的 预选 题 是 : 
题目 设 a,b,c > 0, 且 bc + ca + ab = 1, 证 明 : 


ү +в „ве ESTE (А) 
在 有 些 数 奥 资料 上 ,可 找到 与 本 题 已 知 条件 相 同 的 题目 ,但 本 题 要 求证 明 的 结论 式 
(А) 却 有 其 独特 之 处 .从 式 (A) 左边 观察 ,充分 应 用 已 知 条 件 , 并 巧妙 结合 宥 平均 不 等 式 ， 
也 许可 行 ,于 是 , 便 产 生 了 
证 法 1 由 已 知 有 a,b,c > 0, 且 


1 = be + ca + ab > 3 Ú ab + be * ch >3УЗ Ф 


а?Ь? + 22 + с2а? > abc(a + b + с) 
(be + ca + ab)? > Заба + b + с) з > a + b + c Ф 
WAA) EAA Р, 
1 1 1 
R 2 Ө, >< +6b) _ 
= 3 < 3 = 


(Єў 


к 
3 ls 2 +2>) 4 = 


a О EESE Д 
зак +2220 < зар + за = 


Lc (bey ИрИ ОРЫ. 
абс © (abc)? © (34/3)? ` (abe)? ` (Заре)? 
P 1 1 


3 &3а Р < abe 
即 式 (A) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a = b с 0, 


жий = 三 一 
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本 题 也 可 以 巧 用 平均 值 不 等 式 进行 证 明 . 


证 法 2 ”应 用 前 面 的 Ф, О 两 式 和 平均 值 不 等 式 有 
WIB) 003438) Wf E + 6b) < 113/3 +343 + (L +60) 


ия, 


2⁄3 2 í 25 Iş 1 
Р < У 3 26+) 23 + 324 + 27 <S 


2 
=s Oq < 


Ре ВАРТО А 
Zabe + Jabe + 9abe™ < abc 
等 号 成 立 仅 当 a =b = c = 5. 


证 法 3 ”将 式 (A) 两 边 同 乘 以 9 Z abc ,巧妙 变形 为 
13+ YI I + баб) < —— 
> x 9be(1 + 6ab) < es @ 


WR @ 左边 为 P' ,应 用 平均 值 不 等 式 有 
Р < Bl3+9b + (1 + 6ab)] = 12 +927be +62,ab = 
12 +9 + 6 = sP < 27 @ 
而 由 证 法 1 中 的 式 O 有 
9 


3 < L537 < >P < 
446975 уску S Сое) 


这 表明 式 O 成 立 ,从 而 式 (A) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a = b = e = Š. 


和 有 些 美妙 不 等 式 一 样 , 式 (A) 也 可 以 完善 成 一 个 双向 不 等 式 : 
完善 Е а,Ь,с Бс + ca + ab = 1, 则 有 

27abc < P < 1/(abc) (B) 
从 外 观 结构 上 看 , 式 (B) 既 简洁 又 美观 ,恰似 一 只 展翅 高 飞 的 雄 座 . 


EA а= аве = T < 烃 , 应 用 赫 尔 特 不 等 式 有 
1р LEE +6, = ТС +6) + 60001 + 6а)? > 


Cl +вы)% = CL + 30 + 3to)3 > [3 - 3to + 310)3] = 
to to to 
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331/(3-5) = 95Р > 27t = Zabe 


即 式 (B) 成 立 , 仅 当 a = b = с = YŠ (В) 左右 两 边 均 取 等 号 
2 


本 题 的 已 知 条 件 是 a,b,c > 0 及 bc + ca + ab = 1, 联 想到 任意 A ABC 中 有 众 所 周 
知 的 恒等式 


в С cC А А.В 
Хап 2tan2 + (ап ә јап ә + {апап у 


因此 ,本题 暗示 我 们 ,可 将 它 "脱胎 换 骨 ” 演化 成 : 
对 于 任意 A ABC 有 


3 
714 < Ey со 4 + бап 2 < [] со 4 (C) 


等 号 成 立 仅 当 A ABC 为 正三 角形 . 
至 今 ,我 们 已 经 习惯 了 不 放 过 一 道 好 题 , 从 多 方位 、 多 角度 去 欣赏 它 , 探讨 它 .那么 ， 
对 于 式 (A) ,我 们 怎样 去 赏析 它 呢 ?首先 ,我 们 从 系数 指数、 参数 三 个 方面 去 推广 它 . 
推广 1 设 指数 0 < k < 1, 参 数 m > 0, ЖА, uv > 0, 元 数 a,b,c > 0 满足 
Абс + иса + vab = 1, 则 有 


=i 


P, = АС + mb) С + тас) + v(t + тра) < Af. (р) 
其 中 
_(т+3у г А+и + yi-k 
M=( 3 "Ста ) Ф 


特别 地 , 当 m = 6, = +,à = z = v е1 
3 


M= (6+3); (=! 


此 时 式 (D) 化 为 式 (A). 
仅 从 外 观看 , 式 (D) 似乎 庞大 复杂 ,颇具 难度 ,其 实 , 重 在 技巧 , 妙 在 奇 趣 . 
证 明 іс; = abe,0 = Vaw. 
1 = Абс + pca + vab > 3( TIabe)# = 
ЗГдиь(аЬс)]5 = (PP < (30)-3 © 
应 用 3 元 对 称 不 等 式 有 
Ë = (Dabe)? > 3) (иса · vab) = 
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ЗИН oz- 


3abe га = 31D а=») ва < È @ 
应 用 式 OO яна 
УА + mb), Bac + тё) _ 4. 2 
суу = [ УА * < УА УА š 


1 m _ m+3 
CL, Уа) ИСА) < СТ + тИ) = y> 


1-k 
S < < 


(9+3) . (Xa) . [(з06)-2]-®л = 
(®+3) (УА). (V Taw) -At 
3 


M 
Psi 


等 号 成 立 仅 当 a = b = c = 3, = p = vO m,k Ж). 


相应 地 ,前 面 的 完善 式 (B) 可 以 完善 成 推广 式 : 
推广 2 设 0<k<1,m,4,p,v > 0,a,b,c > 0, 且 满足 Xbec + иса + sab = 1, 则 


有 
Nabe < P, < M/( abc) (Е) 
其 中 
N = (THa уда)? @ 


特别 地 , 当 取 m = 6,4 = # = v = 1 时 


N= 3. 3105) = 3103.9) 
再 取 = 于 得 到 = 3 = 27, 这 样式 (E) 化 为 式 (B). 
证 明 ”仍然 记 = T = Jak < 2 УЗ ө = Zm ,并 注意 应 用 前 面 的 式 @ MF 
均值 不 等 式 有 
р, = БАС + mb): > 30][ CL. + т) 
32)1 > [Í (+ + mab) 二 应 用 赫 尔 特 不 等 式 ) > +- + тб 
зи ОЙ > 3 x 1 + m (Зва) (应 用 加 权 不 等 式 ) > 


(m + 3)[1 х (36)"]#6ə 
P, > T- tí r @ 
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其 中 
T= MEB, (30) © 
k(m – 3) 
Seam) 1 © 
于 是 由 
t < (30) 2р, > (7®Е#+3)*. (30)* + (abc) @ 
з mk 5 mk 3 
其 中 а= 01-е) в (1 5) = 2 ta еа 
5, mk _Ёт-3,_5 k 
2tm+3 2‘m+3 72*2 
RAR © 44 
P, > (t 3yk(30) (а) = N(abe) @ 
MRE) 成 立 . 


RCA) 是 关于 一 组 正 数 (a ,b,c) 的 一 个 根 式 和 不 等 式 , 如 果 巧 妙 灵活 地 应 用 赫 尔 特 
不 等 式 就 能 奇迹 般 地 将 式 (D) 推广 为 : 
推广 3 设 0< 丰 < 1,m,4,p,v > 0, 正 数 ai,bi,ci 满 足 Abici + иса + тацы = 1, 


a € (0,D(1 <і<пһем), ED a = 1, 则 有 
А (Ha + т)%]* + пае + тдс)®%]* + ба + тиа)®]* < 
M 
П Сара)“ 
ш m+3 1-k 
其 中 M= ( HS ) 


(F) 


3 
显然 , 当 n = 1 (а, 6,6) = (a,b,c)(1 < is п) 时 , 式 (F) 均 化 为 式 (D). 
提示 WAC) 左边 为 T, M 


т, = БАП] q + тё)%]# = >ú е + т®)*]%( А = АЎ = Па) < 


M uË, 
Кее ДЫ г] 
I Т саве) 


ТОХА + mous < H 
即 式 (F) 成 立 . 
3 


式 (A) 是 关于 3 个 基本 正 元 数 a,b,c 的 不 等 式 ,现在 是 将 它 推广 到 多 个 基本 正 元 素 
-@- 
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Жанн сш — 


的 时 候 了 . 


推广 4 设 m>0,3<nE€N,0< кера > ба < í < n) ÑE 


ayasa, + ауаз а, + + ayasa, = 1 


则 有 
п (k) 
Р, = E + ma yt < @ 
ai 
其 中 
QP = (m+ naa) tD 
MR k = 工时 
о = (л! абу 
niži 
若 要 


oo = lam = па - nah = (n - ах 
п =3 时 ,m = (3-1) х3 = 6, 此 时 式 (G) 为 式 (A). 
特别 地 , 当 n 一 + œ 时 
limm = lim(n- 1) пя = п-1 


因此 , 当 n 一 + © 时 , 式 (G) 有 推论 


s YI 1 
>J + (п- ац агарта 


жй ау) ж), 1 ЖП. = La ,那么 已 知 条 件 化 为 


+ = >; > "(Оз < Суч 


设 > 0(1 < i < n), 由 n 元 对 称 不 等 式 有 
(DEI) Ds 
208 
п п 


у 
> 
Фк = lMai(L<i<n) 
КИ? 

=š == Юч „(тә 
>a, < (па) -2 

注意 到 

0 < 大 三 1 


з= 
б< 
a T A E E EN) 


(G) 


(H) 
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БИЖАН 
Ech паа) 
(yk. [一 «У ааа) = 


п п 
“(ОЭ z + main) = 10 + па) < 


1[1 т у= ЖЕНЕ” +т 
n t COS aa A 


һ-2 >й 2_ 
пп пі + т т + пп-2 


n" 112 = we? 
n=l 
m + n' k 
P, < n( nip ) = 
1-&(а-2) 
т + n-i t 
(E. < 


n"! n 


ГЕ а. 
пот + па 9 (nati) 


t n"! 
(k) 
Р, < 9 
即 式 (C) 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 а, = а = … а, = (F, 


有 趣 的 是 ,如 果 我 们 记 
MP = (m+ n7) п-т 
那么 式 (G) 可 以 完善 成 
ох @ 


t 


MPi < P, < 


其 中 = а. 
特别 地 , 当 取 = 工时 
м = [22% (т + nei)]t @ 
再 取 m = 6,п = 3 有 
MD) = [3766 +3)]3 = 3 = 27 


此 时 式 (ID) 退化 为 式 (B). 
可 见 , 式 (D 也 美妙 新 奇 ,但 我 们 能 证 明 它 吗 ? 


提示 їйш=й=([[а)%,5=тх+п®©^. 
р, = ЎСЕ + та) > п] (È + та) 


Posi 1 1 1 
ks ПС + maia)" > 1 + "о = 
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AER o = ~ 


á “үз 
mi + mio > 5106 + С) a 
(опл-1) Бе 1 
P, > RPP @ 
其 中 
a = Уң» = n( Sn? 六 . Ф 
S=m+ "Улё,в = Ыт У) <1 
于 是 有 Р, > В01-0-9 t > RD o n SEP + =P, > Mo 
这 即 为 式 (D), 仅 当 a, = а = … = a, = Су) 时 , 式 (D) 左右 两 边 等 号 均 成 立 ， 


4 


谁 都 想 在 漫长 的 进化 历史 中 进化 得 更 强 更 好 ,自然 地 , 式 (G) 也 想 更 美 更 妙 ,期 待 我 
们 为 它 锦上添花 ,为 此 ， koaia puka 


推广 5 WO<k<— к=з жаен > би > (l< I< йж > о, 


Ataaaa…an + Алаүауа„ + … + Адуау"а„ = 1 ° 
则 有 
Бш Жл Саа) < М/С] а) () 
其 中 Е 
М = [I + т + “че” К © 
à= lo @ 


令 人 欣喜 的 是 ,由 于 式 (A)* 身 经 百 战 ",* 出 生 和 人 死 "终于 至 今 “ 连 升 四 级 "( 指 数 、 系 
数 ,参数 .元 数 ) 成 为 大 将 ,自然 受到 了 我 们 的 考验 ， 
(1) M Aí = À2 = "° = А, = 1BfF,A = 1,8 = n, 这 时 


M = [1 + т: п-620]6. (ç -deh 


>A 
-k = (m + nasi) e п^'л-1 


这 正好 等 于 推广 4 PR P. 


(2) п = 3 时 
myke S mti Ài + 52+ Азур 
M = (1+ х" = ( )*( Di 


这 又 恰好 等 价 于 推广 1 中 的 M, ERRO) Жай, 等 价 . 
如 此 美妙 的 式 (J) ,如 此 漂亮 的 外 观 , 如 此 庞大 的 形状 ,我 们 能 证 明 它 吗 ?当然 能 , 妙 


在 技巧, 美 在 春天 . 
жй MDE П: = Matea 


#ПД ЕЗУ >» t= нь 


nt < (пд)- 0) [0] 


由 n 元 对 称 不 等 式 有 


ESHS À, 
Aaa [D < 
п 


Ге кр 1) 


АСУ 89) < (м) © 
于 是 


СВ = САСА ma. t< ТУА maa) = 


гуа ipm- ыу аных 


ma-2 -3 n-3 
sls l. Лез = "тру" atiem g 


n(m) EP + т Р, пла). т 
(юч з= шу l = 


prah tmy, Go š 


f E aj (mpa) 
А 2 < = 

5 

P, < Му! 

MRU) 成 立 . 

“不 想 当 元 帅 的 士兵 不 是 好 士兵 "(拿破仑 语 ) ,也 许 式 (A) 就 是 如 此 , 它 还 想 再 “ 官 升 
一 级 " 做 “元 帅 "; 

推广 6 0 < 15,3 пем < gE Мт > 0,4, > 0,4 > 01 < 


i< nl<j<g), 记 S = Dan = [a ERE 6 € 00,056 = 1 及 
Ауаз, азу Gn j + Азал јаз, а, + + Аал јао, рал = 1 


ЖАЙ; + аа) < MAT Са (к) 
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LAER c = — 


5 


对 于 数学 问题 的 探讨 ,从 来 都 是 永 无 终点 的 射线 ,就 以 本 题 为 例 ,我 们 就 可 再 建立 推 
广 2 的 配 成 形式 : 

推广 7 设 4a,5,c,4,p,v 均 为 正 数 , 且 满 足 (j + о) Бс + (0 + a +(A+A)， 
ab = 2, 指 数 0 < k < 1,2% m > 0, 记 


Р, = (H> 5 mb) + (HÈ + те) + (8 + ma)t 


则 有 
Nabe < Р, <4 (L) 
其 中 
Š = pv + nÀ + ди Ф 
В = (и + о) (о + A)Q + p) о 
-k 
М, = (m +28). і @ 
М, = 3(38)3(8 55 + Ta” @ 
证 明 (1) 首先 从 已 知 记 :上 = abc 有 
2= Ур + о) 0 A = 2- 2 © 
应 用 杨 克昌 不 等 式 有 
Dle + v)be = 252 = [D (p + о) рь 
A(X mw) (X + са) = 
адас > ус = 4 У) а 
Ха = а+ё+с<у @ 
而 且 由 
1> Уа > 38(аһс)% = 38+ 15 = За < (38)-% @ 


于 是 ,由 等 平均 不 等 式 有 
СВ HDH + mlt < ADUH + mb) = 


LE AH y пв) = 1024 mD a) < 


3 +a 38 г 
Р, (+22), +C. 
3 < (32 а = 
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С за к; 
-1а-ю 
(1222) . (38 = l-b 5 
P, < 5 -= РА 
那 式 (L) 右边 成 立 . 
(2) 应 用 平均 值 不 等 式 有 


(L. ADAH y тюй > [Jl £, тюн = 
H (生字 + mb)( 应 用 赫 尔 特 不 等 式 ) > 


(H e)s + (JI mb)3 = еә + m Y ak = 


Ji 
(注意 0 < k< 1-1>2>0) 
ODED + т(38)29-0 0 = 


[8(38)% + т(38)-11[(38)3411-—> 


P, > 3[8(38)% + т(35)-4]:(30)4: = 
Ми = №Љађс=Р, > Nabc @ 
即 式 (L) 左边 成 立 . 
综合 (1) 和 (2) 知 式 (L) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 
[көчүү asp, + р)аЬ = 2 
ETEEN = бае = 


> = ys op 

шей s ¿Sq 
Й И 

且 m = з 


新 奇 的 推广 7 与 推广 2 相 比较 ,它们 交相辉映 ,各 放 异 彩 , 照 亮 星空 . 
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两 道 数 奥妙 题 的 关联 与 推广 
т#л 
1 


有 一 道 IMO 预赛 名 题 是 : 
ЖІ 设 m>l(i = 1,2…,ni2<nEN),G= Yrir…r, 则 有 
1 
在 许多 数 奥 书籍 上 都 有 此 题 .我 们 先 将 它 从 参数 方面 推广 成 : 
推广 1 #л>»лА>0(ї=1,2,+-,п;2<пЄ N),G = rir" r, WE 


> =+ > G47 
显然 , 当 ) = 1 时 , 式 (B) 化 为 式 (A). 

为 了 证 明 式 (B) ,我 们 需 引 用 

定理 1 设 x > 0(i = 1,2,…,n;i2<mEN), 如 果 


f(x1) + f(x2) > 2f(V xiz2) 


则 有 
Уда) > МОЦА) 


等 号 成 立 仅 当 xj = x2 = = ta 
定理 1 至 少 有 3 种 证 明 . 下 面 我 们 提供 一 种 简洁 的 证 明 . 
证 明 (1) 34 n = 2 时 定理 1 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 x = ao. 


(A) 


(B) 


(a) 


(b) 


(2) 假设 当 n = 大 时 ,定理 成 立 ,那么 当 n = k +B, G = Улагада 


ДО) + fx2) + + РО) > МО тарава) 

р +f(G) + + (G) > Waq OT) - 14 G) ° 

Ss +(k- 1)/(G) > 

илаа) + fa Gr] > fY ana aa) = 
-图 - 
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IET) = моу) > (k+1)/(G) 
即 当 n = k + 1 时 定理 成 立 ， 等 号 成 立 仅 当 


mí = x2 = "` = m+ = б 
综合 上 述 (1) 和 (2) 知 ,对 任意 2 < n € N 定 理 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 x = xa = … = 
Ws 
现在 我 们 应 用 定理 1 来 证 明 推广 1. 
证 明 ”由 于 


1 1 2 
TT Fi PAP а е“ туо + À)(ri + т) + 2А) > 2(А + г)(А + г» © 


V rir (ri + т; - 2/ ira) АО + rs - 2 / тт) > бе» 
(Vn Ит) is = À) > 0 
因此 式 © 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 m = r, > 4 > 0. 


设 
Кп) = na ой Ф) п) + fra) > 2f(V rir2)( 应 用 定理 1) 二 
Sn > ЭС = KOS я > er 
等 号 成 立 仅 当 m = r; = "` = r, > À > 0. 
2 


定理 1 的 用 途 仅 次 于 它 的 配对 形式 一 一 颜 生 不 等 式 的 特例 . 
颜 生 不 等 式 xi > 0,piE (0,1)(i = 1,2,…,ni2<nEN) 且 = 1, 则 如 果 
函数 /(x) 满足 


Kan) + (a) > 3/[ + 2) Ф 
则 有 
Уна) > лра) @ 
MRR O 反 向 , 则 式 加 也 反 向 ;等 号 成 立 仅 当 z = w = = xa. 


R @ 的 配对 式 就 是 定理 1 的 加 权 推广 : 
定理 2 Rx > 0,p; € (0,1)(Ф = 1,2,…,n;2 < n € N), 且 》)p; = 1, 如 果 函 数 


Кх) 满足 
ХК) + f(x2) > 2f(V x1x2) ® 
则 有 
-图 - 
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ЭЧЕН c = — 


Ура) > ХП) Co) 
等 号 成 立 仅 当 和 = m = = x. Е 
证 明 (1) Ñ p = EO < i < n) 时 , 式 (c) 化 为 式 (b). 
(2) 当 pi, pas pa 不 全 相等 时 , 设 р; = АП <i=<n). 
Q шр} 全 为 有 理 数 , 则 2, , А; 为 正 整数 , 记 ( 约 定 Mo = 1) 
А= ыш = АА ААТА 


S= >u, 
那么 4,Ui,5 均 为 正 整 数 , 且 в 
ээ Uf(xi) 里 共有 S 个 函数 值 ,可 组 成 集合 
А = 1/01), РО), 505) 
应 用 定理 1 有 Уш = Уз» 1 ( 中 
又 因为 集合 4 EHU, A fa), ГА P U, flan) И 
AIDI {TLD > {DY = (1141 


2л Мад > ATIA) J> È ән) > Л) 


© шя!) эз, 应 用 有 理 数 通 近 无 理 数 的 原理 ， 定理 2 仍然 成 立 . 
综合 (1) 和 (2) 知 ,定理 2 成立 ,等 号 成 立 仅 当 za = x2 = … = x, 
有 了 定理 2 的 帮助 ,我 们 就 会 如 鱼 得 水 ,如 虎 深 浊 ,立刻 轻松 地 得 推广 1 加 权 推广 为， 


推广 2 Ьл > 0, € (0,1) (1<і<п;2<пЄ N), EY p; =1@б= 
= 


BES 
S Pi 1 
ПАР Є+ї (с) 
等 号 成 立 仅 当 m т = = Жы > 0. 
显然 , 当 pi = pa = = 二 时 , 式 (C) 化 为 式 (B). 
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题 2(1988 年 全 国 数学 联赛 ) BEM a > 0,5 > 0, 且 满足 十 + + = 1, 则 对 任意 n 
€ N, 有 
CREET RE T T i (А) 
本 题 是 1988 年 全 国联 赛 题 之 一 . 它 题 意 简洁 ,结论 式 (A1) 新 奇 , 许 多 数 奥 资料 上 均 
有 它 * 人 席 ", 但 是 ,在 证 法 上 , 却 像 极 了 “独生子 ", 只 有 如 下 归纳 证 明 : 
证 法 1 (1) Мп = 1 时 ,左边 = 0 = 右边 , 式 (Ai) 成 立 . 
当 n = 2 时 ,从 已 知 条 件 有 


工 + 工 =1 a>1,b>1 
a b ->f * sla + Ь)?- а -b = 2ab > 8 = 2 – 23 
ab = a+ b>4 

a >0,b > 0 


式 (Al) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a = b = 2. 

(2) 假设 当 n = 大 时 , 式 (Al) 成 立 , 即 

рь = (а+Ь)*-а*- F >2*-2'! 
那么 当 n = 大 + 工时 
рил = (a + Б) _ att! — Б = (a + b)[(a + b)" - at - b] + а + а > 
4(22 _ 21) + AVTB) H 20490 _ 23 +2 у 2+! „ 0090) _ 242 

即 当 n = К+, (Ау) 成 立 . 

综合 (1) 和 (2) 知 ,对 任意 n € N, 式 (Al) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a = b = 2. 

在 上 述 证 明 中 ,应 用 了 传统 的 归纳 法 ,也 颇具 技巧 性 和 优美 性 , 深 得 广大 中 学 生 的 喜 
爱 .下 面 我 们 再 另辟蹊径 ,给 出 新 证 . 


证 法 2 Мп = 1 时 , 式 (Al) 显然 成 立 . 当 n > 1 时 ,由 已 知 条 件 有 

а> 0,6>0 [a>1,b>1 

ПНЕ КЕЛИС 

в. b (a- 006-10) =1 
MH=(o-+…+a+l(+…+b+l)( 应 用 柯 西 不 等 式 ) > 
(l+ 2. + +1 (291 212 6 +2 +1) = 
P, = (а + Б)" – а" – b" = (ab)"- а – b" = (а®-1)(®-1)-1= 
(a -1)(b - IM -1 = M - 1> (2% - 12 - 12Р, > 22" – 2") 

即 (Al) 式 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a = b = 2. 


证 法 3 ”由 已 知 可 设 
-图 - 
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маан о= — 


а> 1,Ь>1 

Эра = 1+ PG: > 0) 

HT Р, = (a +b)" — a" — b" = Са"! + Cab ?+ + Crta"! h = 
Clba"-! + C2ban-2 + … + C16- a 
2P, = (ab! + ба"7!)С\ + (a?b"-? + ba”) ++ 
(a""lb + bla)C"-! > 
2(ab)2C1 + 2(ab)2C2 ++ + 2(а) С"! = 
2(аЬ)2[(@ + CL ++ + Ст) - @ - 00] = 2(ab)2(2" - 2)—› 
P, > = 2)(ab)2 > (2^ - 2)2^—›Р„ > 22 – 2" 

等 号 成 立 仅 当 a = b = 


а> 0,b > 0 1 1 
| ji 


证 法 4 “n = 1 时 , 式 (A) 成 立 . 
当 n > 1 时 , 设 
S=C+C++C!l=2 -2 
z = С, +2 +++ + (n - 1) 
у = (п-1)С, +(п-2)© + + Ст! 
则 x = у( СЁ = Cr-*), 且 
z+ y = n(C, + Ch + = +) = nS = n(2" - 2) ол = y = 28 = mn- 
HT G(1 < i < n - 1) 为 自然 数 ,应 用 平均 值 不 等 式 有 
= (а + Б)" ~- а" – b" = Chab"! + Са?" 4 ee + Сл-!а'-!Ь > 


5[(а"-1)%. (а?®)%..... (атр) = (ару = Slab) 


Р, > S(V ab)" 
又 从 已 知 a >0,b > 0 有 
‚++ > 2250 >2əP, > 5: = (2" ~ 2)2" = 2°-2"“! 
等 号 成 立 仅 当 a = b = 2. 
可 见 , 关 于 题 2 的 以 上 4 种 证 法 均 有 特色 ,各 有 千秋 , 颇 有 启迪 . 
4 


(1) 从 上 述 证 明 可 知 ,有 


D 


Ф 


Р, > (2* ~2)(V ab)" = (2" – 2)(а + b)? = (2" - 2)[(Va - V5} +27518 > 
(2" -2)[(/а - VB) + 4]2 > (27° 2791) (1 + Ф) Р, > (2 - 2°+1)(1 + Q) 
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(В) 
其 中 e = |z sona 
因此 , 式 (Bi) 是 式 (Ai) 的 加 强 . 
(2) 另外 ,应 用 宕 平均 不 等 式 ,我 们 易 得 到 不 等 式 链 
(PA... (es > Р, > 
(Pr a (1 + Q) > T – 2" (с) 
(3) ЕЖЕН а" ,相互 转化 .如 从 本 题 已 知 条 件 
Fi pape жауы ашна 
tej =: sin? 0 + cos? 0 = 1 b = сз? 0 (р) 


(sec? 0 + сэс? 0)" — (sec 0)?" – (csc 0)” > 22" _ 2"! 
这 样 , 题 2 中 的 代数 不 等 式 (Al) 就 转化 成 为 三 角 不 等 式 (D1), 其 中 9 E (0,7),#8 


成 立 仅 当 0 = 2. 

(4) 推广 美妙 的 命题 ,是 我 们 的 优良 传统 . 如 式 (Al) 就 可 从 指数 和 参数 两 方面 推广 
为 

推广 3 设 k>0,t>0,4,p>0,a,b>0, 且 a > À - t> 0, > #- t>0, 
满足 


Жз: =! ° 
则 有 
(а + b)" а^ – b" > (2° – 2)[V ap + / (А —1)(и = t) lë (Е,) 


特别 地 , 当 取 = py = k = 1 时 
а> 1-1> 0,6>1-1> 0,1> > 0 
(其 实 允 许 2 > 上 > 0). 
ACE) 简化 为 
P, = (а + b)" – а" – b" > (2" – 2)(2 - t)" (F) 
TER : = 1 有 
Р„>2^-2 © 
Ж = 0, 式 (Fi) 化 为 式 (A1). 
由 此 可 见 , 推 广 3 将 式 (Al) 推广 得 精致 奇特 . 
ШЕН 记 x = o+ty= bt HERRA 
А ор А 
ЧЫТЫ 
[Cat = (А = 0) 08 - (a - t)] = 
(ab) – [at – 1) + (A - t)] + (А-0) - t) < 


+ баалу > Эу + md < (z - Ay = н) = 


AAR c = — 
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(аЬ)* -AUV ab) У/ Си -A= 1) +(А-)(и-) = 
[(V ab) -VA = 1) (и – t) Pa VAn < (V ab) -VOA -DA - 0) 
(Vab) МАн + VQ -HA – 1) 
P, = (a + b)" - a" - b" > (2" - 2)(V ab)" > 
(2" DIVA + VA (g = t) lE 
等 号 成 立 仅 当 
а= b= [Ан + VG C DG ОЧА =н = k= lt =0{,а = b = 2) 
ACA) 的 第 2 个 推广 是 
推广 4 设 a,5 > 0,А,н >0,а* > р> 0,6 > g 宇 0, 且 满足 条 件 


LEA Tez uq 


a p| th 4 


ШЕ 
(a + b)" - а*- b" > (2" - 2)[2 + (Vpg + 2 A) (с) 
显然 , 当 = и = 0,p = q = 0,k = 1 时 , 式 (G1) 化 为 式 (Ai). 
推广 3 与 推广 4 互 为 配对 ,相映 成 趣 . 
证 明 ”由 已 知 条件 有 


1+А 1+p Г +л)й+д) 1+ VAn 
1> К itt == 
(Vab): > V рд +2+2V MP, = (a + b)" - а — b" > (2" – 2)(V ab)" > 


(2" - 2)[2 + (V pq + 2 / Аи )]"* 
等 号 成 立 仅 当 


a = b = (Vp +2 Ар +2)1 
特别 地 , 当 取 = 1,p = q = 0 时 , 式 (G1) 化 为 漂亮 的 


(а + Б)" — а" - P' > (22" – 2"+1)(1 + МАн)" (н,) 
现在 我 们 再 建立 新 的 
推广 5 设 4,p,ail,az,b1,b, 均 为 正 数 ,2 < n € N, 且 满足 条 件 
aa hasil 
а р = (а + as + bi + b2)" – (а + a3 + bl + ba) 
则 有 
p > (2" - 2)(p" + 24") (1) 
其 中 р = (ЎА + и), а = Хади 


从 外 观 上 看 , 式 (1)“ 如 花 似 玉 , 貌 车 天 仙 ”, 特 别 地 , 当 取 X = и = 1 时 , 式 (1) 简 化 为 
Р > (2"-2)(22"+2x22) 
证 明 ”我 们 记 x = al + az + bi + b2, 由 已 知 条 件 有 
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= + > {2 a) 
t> ИБ 人 ааз, > 4Ан @ 


ааз + bib = (ааз + bb) [22 +) > А + Vao @ 
(а + bi)(az + b2) = (ааз + b1b2) + (а + asb) > 
(Ух + Va): + 2 /avazbib, > 
СА + Vu) + 4 = МА + Vn) + (2и) > 
Лл + Vua +24 а)? = 
(ЎА +a = р? @ 
应 用 我 们 以 前 建立 的 结果 有 
a" — (а + bi)" – (аз + b)" > (2"-2)[(ai + 6) (аз + b2)]? > (2°-2)р°› © 
x" – (а + bì + a3 + 03) = р > (2% – 2)р +1 © 
其 中 
t= Усан" Усан" „чог ibi + Буба! = 


m 1 


Жест! + ар) + Усан на) 
1 шун)" + Хоа") = аа)" + (/asbo"] > 
Уэс Сата)" > 2X Садр)" 


Тест = 20р)" (2" - 2) 

t > 202" – 2) фәр > (2" – 2)р" + 2(2" – 2) = (2" – 2)(р" +24") @ 
等 号 成 立 仅 当 ar = а = bi = bx = У2А = Мр. 

从 上 述 证 明 过 程 可 知 ,推广 5 的 证 明 具 有 技巧 性 ,有 一 定 难度 . 
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为 了 将 (Al) 式 推广 得 更 深入 广泛 ,我们 先 建立 
引 理 1 #т,п,&ЕЄ N,ai € R* (1 < í = m),i G = Vaar” an I 


CSa)" > Уа? + (m" - m) G" (а) 
< ú 
显然 , 当 m = 0 和 n = 0 时 ,上 式 成 立 .因此 我 们 只 须 证 明 当 2 < m, n Є N 时 式 (al) 


成 立即 可 . 
证 明 ”对 n 用 归纳 法 证 明 . 
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заан o = ~ 


(1) 4 n = 1 时 , 式 (ai) 成 为 等 式 ,成 立 . 
当 wn = 2 时 , 记 >) XLA [l XII 
(а? = Уа +2 aa; 
x: Е 
25) аа, > 20201 аа) = т(т - D aD 09 202/т = m- 1) = 


т(т - 1)(] ат) 9020 = (m - т) @Ə 


(Ја > Ў) + (m° т) 
MM n = 2 时 式 (ai) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 а = az = = an: 
(2) п = 大 时 假设 趟 (al ) 成 立 , 即 


Da) > Sat + (m - т) G* 
1 人 


等 号 成 立 仅 当 a = а = = ok 
那么 当 n = k + 1 时 ,应 用 式 回 有 


Sa = (DaDa) > [Xat + (mt = mD a) = 


Уан + (тё 一 п) (Ха) +М > 


Хак! + (mh - т) б: mG + М = 
та 


Баг! p (тін mG + M 
其 中 u 

м = (Zab Da) - Dath = ats, 
这 里 约定 oo = 1. АМ Ж 


SN 
Si = ai + "° + ai-1 + Gi, + + а„(1 < í < m) > (m - Daaiaan)n-i = 


(m - (g) as, >(m- vad) 


m k 1 
m(m = po[11 ==) = m(m - 1) G25i бисет 2 
раар 
т(т - 1)б'!(Җ Аз @) 
(Sayan > San + (mk*! _ m?) + (m – 1)тб**! = 
тл 11 


@ 


© 


© 
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Za + (т! т) ё! 


即 当 n = А 1 时 , 式 (a) 也 成 立 . 
综合 (1) 和 (2) 知 ,对 任意 n € N, 式 (al) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 al = ax = = аһ. 
有 了 引 理 1 和 第 1 节 中 的 式 (B) 帮助 ,我 们 就 可 放胆 地 建立 式 (Al) 的 新 推广 了 . 


推广 6 Ж т,пЄМ, к > 0, т> А> 0,106 = (Tl а)", рч а: > АВ, EW 
гл 


足 
A 1 
Эу к;з <! Ф 
时 有 
Са)" - Zat бт - m)(m - А) (A) 
显然 , 当 m = 2,А 0,k = 1 时 ， 式 (Az) 化 为 式 (Al). 
ME ”由 已 知 条 件 有 
l> ера >g >am- > 056 > (m - А) 
Sa)" - Sa? > (т - m) С > (m" - m)(m сд) 
等 号 成 立 仅 当 а= а = "° = an = (т А) 
相应 地 ,前面 的 推广 4 可 以 推广 为 : 
推广 7 设 m,n € N,k > 0,4; > 0,а > t, > 0(1 < i < m), 其 满足 条 件 
т LEA; 
<1 
2а - 6 
则 
(È a)" Doar (т^ - m)[m(1 + 2) + (As) 
其 中 А = аә” = Со" 


证 明 

(labs = Пав а) + о -+(e 
dini - Glwa = © -i= 

1м 1+2, т(1+ А) 

Эрн = [1 М)" с 

гаад) > [n(1 +2) + :]⁄2— 


l> 
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УЧЕН с = — 


(X a)" = Sas (m" - m)G" > 
(mn – m)[m(1 + à) + 2)" 
等 号 成 立 仅 当 ар = a, = = am = [m(1 + à) + 2] 
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为 了 将 (Ai) 推广 得 更 好 更 彻底 ,我 们 需 将 引 理 1 推广 为 : 

引 理 2 设 m,nENAiEN'o >0l<i<m), 记 3S= 5А, € N,G = 
СВ)" м 

(Зула) > Ула? + (5 = 5) (Ы) 


= її 
当 ) = 1(1 < i<m) 时 ,S = n,(b) EIRC). 
推广 8 ün € N,2< m € N.A € NI < í< т), а > 0(1 < í< m), AWE 


SA ies Saa M 
izi Gi ial 
PP = ORTAN z Ула? > s” 5! (дә 
& = 
证 明 ”注意 到 
A € N(<i<məS= YEN 
А ч дт, ш . 

记 A = Xiha = D (a+ + a) = Doby 


EIRE | bis Бо, е bs} 中 有 Xi 个 ar AaS a2，…,Xm 个 Pan IA D = 5 个 正 数 ,因此 ， 


相应 地 ， вяжу А ia айз» L, = 1. 

故 应 用 引 理 2 有 
Ps(n) = (уь) -Det > s> ` 91 Ps(n) = S À Ула? > 529 m 
等 号 成 立 仅 当 Е у 


= 1-1 


bi = ъ= = b, зз =a = 0 = ЕДО АЕ 


进一步 地 ,我 们 可 将 KCl < i < т) 从 自然 数 推广 到 实数 的 情形 。 
推广 9 设 1EN,2<mEN,a > 0,4 р ER <iis m) iE = la, 
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s= мим н = 1 时 


Ps(n) = Саа)" - OF "Ула? > S> -ọpa (As) 
显然 , 当 Q = 1BF,2 EN < i=<m), ОАО 化 为 式 (AD) 
证 明 (1) 4 2, ENO < í < m)Bf,Q = 10 д = 1), 式 (As) 显然 成 立 . 
(2) ЧАЄ Q (1 < í < m) 有 理 数 时 ,约定 go = 1, 并 证 

ж = Qi qiipqi qa € Мед = pi/qi = z/Q(1 < і < m)= 
„ур. S x 

sa > > q me 

由 已 知 条 件 有 


应 用 式 (A4) 并 作 置换 
Qua S) — (а, Qai Sidal Ў) аС0о)]" – ;Ў)(0щ)" > 57 - 5 


OÈ ra)" - PX а? > (0% - (gs) 


(È Ma)" - Уа?) > Ф" - QAD Aa)" - 0 Daat > 53” Ore 
(3) йл, € R° зало ЯЯ ЯНОШ 
Ла sasi Ecim 


式 (A5) 仍 成 立 . 
综合 上 述 , 式 (As) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 al = а) = = a, = S. 
应 用 推广 8 ,我们 立刻 得 到 推论 : 
推论 ” 设 a,b,k > 0,4,1 EN, 且 满足 条 件 
2 + Ë <1 
则 有 
(Аа + pb)" – Аа" - pb" >[(А + и)" - (A +p) (A +u) n EN (A) 
进一步 ,推广 8 从 一 组 数 ( al, az,……,an) 推广 到 € N 组 数 : 
推广 10 ##т,п,&Є М,А,Є М№,а > 0(1< i= m,l <) < k), НЕ 


чы А 
<1 
izi Giaa Qi 
= S= ZNEN 
гап 


则 有 
-图 - 
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УЧЕН о= — 


ФА Уа)" тај Xp > 


RAD 放 数 可 写 为 
(Z, (aa + ap +` 


j=l izi 


` + aa)]" - Èa (añ + ab + 


特别 地 , 当 = лл, = 1(1 < PP T TER 


jnSE(CS" — S) 


++а) > SECS" - 


(A) 


S) (As) 
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5 道 数 奥 名 题 的 赏析 


ШЕ: Ж 
(一 ) 


1 


Æ 1(05АМО, 1980) 设 a,b,c € [0,1], 则 
трт рут 0-00-00) «1 м) 


题 1 是 1980 年 美国 数 奥 (USAMO) 试题 之 一 ,一 看 便 知 , 它 有 几 个 特点 :第 一 , 题 意 简 
单 ,已 知 条件 只 有 一 条 a,b,c € [0,1] ,特别 容易 记 住 ;第 二 ,要 求证 明 的 结论 式 (A)( 记 
左边 为 P) 却 不 凡 ,其 左边 已 匀 称 、 美 观 又 庞大 ,简直 像 一 位 体态 丰满 的 胖 美人 ;第 三 ,其 
证 法 不 常见 , 如 果 按 照常 规 思 路 和 方法 去 分 母 化 简 , 那 运算 量 是 惊人 的 ,显然 是 不 可 取 
的 ;第 四 ,如 果 把 已 知 变量 ,be 任 意 取 0 或 1(: 个 取 0,3 -个 取 1,! = 0,1,2,3), 式 (A) 
等 号 均 成 立 , 仅 赁 这 点 ,本 题 就 倍 显 与 众 不 同 ,别具一格 . 故 本 题 的 成 名 之 处 在 于 它 标 新 
立 异 ,在 于 它 包含 美的 三 要 素 , 在 于 它 向 我 们 既 招 唤 又 挑战 的 无 穷 的 诱惑 力 . 

经 验 告诉 我 们 ,对 于 本 题 不 能 硬 攻 , 只 能 智 取 . 先 让 我 们 从 最 简单 的 情况 人 手 分 析 ， 
首先 考虑 只 有 两 个 字母 的 情形 , 即 

Кёл +@-Ф@-®Ю < le (в) 

a(l+a)+b(1+b)+(1-a)(1- b?) < (1+ a)(1 + Б) 

a?b? < abeab(ab - 1) < 0 
于 是 , 式 (B) 成 立 . 

好 ! 下 面 我 们 先 证 明 式 (A) ,再 慢 慢 揭 开 它 那 神秘 的 面纱 . 

分 析 ”有 了 刚才 对 а,Ь 的 结论 (B) ,也 许 有 人 会 如 此 推导 : 


Pertti tim-o- 


2 

tI+a+b 

证 明 如果 a = b = с = 0, 则 式 (A) 成 立 . 现 设 $ = а +5 + с > б 04) > 
-图 - 
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а o Z > = 


0, 且 
1 +c) -(b+ce+l)be (b+e) -3be _ 
be) el 2 Prea] 
1 
baci” 1-00 -) 
b-c) + bc 1 
b+c+1 Wa i > а-а-а) 
атут” 0-90-60) 
a __а(1-а)_ а 
P- Dls -sarn Па- 058 = 
Ee- Ds о] «1Р1 
ВК (А) 成 立 . 
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(1) 上 述 证 法 的 技巧 性 和 美妙 性 是 不 言 而 喻 的 . 它 还 有 几 种 漂亮 的 证 法 ,将 在 后 面 
的 推广 证 明 中 体现 . 

(2) 如 果 我 们 记 

= (1- a)(1- 6b)(1- с), В = > 一 2 一 
则 由 已 知 条 件 显然 有 4 < 1, 8 < 1, 而 要 证 
Р= В+А<1 

则 具有 挑战 性 ,有 点 为 难 人 了 ,但 我 们 刚才 仍然 巧妙 地 “ 智 取 华 山 ”. 

(3) 如 果 我 们 设 


Tabas 


cists аа. 
А" “за? ЬЬ 271+b lta” 


(715 + rT] (应 用 切 比 雪夫 不 等 式 ) > 


T+ bota asa 


a+b 4 2(a + b) (应 
( 2 ) = asbra 应 用 柯 西 不 等 式 ) 
这 样 ,我 们 再 联想 的 


a-a- < (1-90) 
能 建立 式 (B) 的 拓 变 式 


2(а +b) a + b)? 
a+b+2 (1- 2 ) <! (с) 


ШУ, ПФ а + b = 2: > 0(0 < 上 <1),(C) 式 化 为 


a-s lell - tP(1 +t)+2t < t+1e(1-)(1- 0) +: < 
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1e2( -1)<0 
因此 式 (C) 成 立 , 这 是 我 们 的 意外 收获 . 
(4) 仿照 (3) 的 做 法 ,我 们 设 


1 
0жас 1 теат ав 
> 1 зУЈа 
(2, хт» [2 Dyers 3+22)a 
及 Ha-a efi- 2e) 
请 问 式 (C) 可 否 推广 , 式 (A) 也 有 拓 变 式 吗 ? 
3(a +b +c) Í abse)? 1 (р) 
3+2(а+Ь+с)+\ 7 3 = 


WR 设 c+b+ec=3t>0(0<t<l), 式 (D) 化 为 
-<le3t+(1+20(0- 1) < 1 + 26е Ф 


12062 – 5t + 3) > 0221302 + t + 302 - 12] > 0 
因此 式 O 成 立 , 从 而 式 (D) RE. 
BA, (C), (D) 两 式 等 号 成 立 仅 当 + = 0 或 1, 即 a,b,c 同时 取 0 或 同时 取 І. 
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迷人 的 (A) (B) 两 式 表明 ,它们 的 左边 的 最 大 值 均 为 1 ,试问 :它们 的 左边 有 最 小 值 
吗 ?如 果 有 ,那么 我 们 就 可 以 把 它们 完善 成 两 个 漂亮 的 双向 不 等 式 ,恰似 一 对 在 云天 比翼 
双飞 的 梭 鹰 . 

我 们 首先 注意 到 , 当 а, Б, с 取 极端 值 (边界 值 ) 时 ,(A)、(B) 两 式 均 取 等 号 , 即 (A)、 
(В) 的 左边 取 最 大 值 ,那么 ,应 当 是 在 a = b = c = t€ (0,1) 取 特 殊 均 值 时 ,(A) (B) 左 
边 取 最 小 值 , 设 此 时 式 (A) 左边 为 关于 + € (0,1) 的 函数 

fa)= 3[1 - (1- t0 +2)? 
(1 + 2t)? 


_ 6[(1 - :)Qr + 12 - 2 
700 = (1 + 2 


Р, = 50) + 


解 方程 , 求 驻 点 
fa) = 0—(1-)(1+2) = +1 
Щ(1-:)(1+2) =-1 时 
2?-t-2=0 
maa д-У iE, 外 , 当 
1- 1+ 21) = 
[О T a > оа) > fa = 


ЖАШЫН co Z > cc 
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ЖЮ = Тәр> 1 
现在 我 们 进一步 证 明确 实 有 
grat- >g 9 
24t + (2t + 1)(2 — 2t)? > 7(2: + 1) © 
“=2:-1 
设 атест 


式 @ 等 价 于 
12(x + 1) + (x + 2)(1- х)? > 7(х + 2) (2 - x - 3) < 05 
x(x? - 1) -xz+2)<0 


等 号 成 立 仅 当 * = 0a = b = c = t = FMR O 成立 ,从 而 有 


петтата турн 0-0-0) 1 (Œ) 
瞧 ! 这 是 一 个 多 么 美妙 的 结论 . 
再 记 此 时 式 (B) 左边 为 
_ 2[1- (1 - DO(: + 12 
FG) = Gr + 132 


FG = Au +1) -2 


(t + 1) 


Ps = FU) = +@-0%» 


解 方程 
2 -1) = 2 -1= 
PO = 91-000 004170 ае ж 中 
* -le (0,1)= 
15 -1 15-1 
P(E) 1) (13 -2]> 0 
FC) > Е), = r(=) = 1013 - 543) = 0.875 € (0,1)= 
р, > 13-53 
这 是 一 个 不 错 的 结论 , 即 
8358 an. i а шуп - руш (F) 


注 РЬ, 5 
168-1). 
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4 
最 后 ,我 们 抛 出 式 (F) 的 配对 式 , 即 
Bb) el (G) 
式 (G) SRC) 相 比 较 ,在 外 形 结构 上 只 有 一 点 微小 的 区 别 .我 们 只 须 证 明 式 (C) ZE 
边 即 可 . 
证 明 


Th trig + (l-o - b) < leal + b) + bC + a) + (1 a)(1- b?) < 


(1+а)(1 + Б) еа? + b? > (аЬ)? + ас 
(а – b)? > ab(ab - 1) 
由 于 a,b € [0,1]>ab -1 < 0 
上 式 成 立 , 从 而 式 (G) 成 立 , 且 右边 等 号 成 立 仅 当 ab = 0 或 1. 
我 们 猜测 , 式 (A) 的 配对 式 应 当 是 


a b с 
атъ Бесті + азі + 0-00-00 0) <1 (2) 


或 


c c 
Таъ + всі + азі 17 90-00-00) <1 Ca) 


正确 与 否 , 供 大 家 探讨 证 实 . 
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美妙 的 不 等 式 (A) 涉及 三 个 字母 a,5b,c Є [0,1] ,现在 ,我 们 把 它 推广 到 多 个 字母 的 


ЖИ: 
推广 1 x Є [0,1](i = 1,2,…,n;2 < n € №, RE: 
Уу + а-а! (D 
其 中 Ba эщ 


显然 , 当 n = 2 时 , 式 (H) SRO) 等 价 ; 当 n = 3 时 , 式 (H) SRA) 等 价 .并 且 , 式 
(н) 的 难度 比 式 (A) 自然 所 高 .下 面 我 们 用 5 种 方法 证 明 它 . 
证 法 1( 综 合法 ) ”根据 题 意 和 对 称 性 , 设 


а 
O< x< x =< <x S laS- ri >S-x > 0(1<ї п) (5 -x)| а-ә) < 
ал 
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Жа ШЕ o => m = 


[82 a - 9 Я [E+ йн ч 
п п 


(=y = „Па - xi) < эзсе” = >s - + Па - xi) < 


Е А >= 
EA lla - 5) = 1+ Па - =i) = 


£= + Ца -а) i 1-a- [la - 2 2 


1- (1- [于 一 -- а-ә], < 1 . Ф 


即 式 (H) 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 n 个 量 (x1,x2,…,x,) 中 有 :个 取 0,n -10<1t<n) 个 
取 1. 


证 法 2( 综 合法 ) ”由 已 知 条 件 有 
Па жа) 21+ Ў. = S - x,=1 > Па = x) = He + „Па - xi) > 


(s= wia = “=a -x) < z2 


asl 


证 法 3( 综 合法 ) S, = У) = 0 时 


xi = 0(1< i < n)ƏəP, = 1 
34 S, = 0 Bf 
S = 1+ S, 


n[(1 + S, Па - 90 0+5, - s) + ZG - 3 = 5, .Ўа-а) = 
& беа en 


w$. < т. їт_ 
түз с> >Па-#этуез у> 


а-а - 5) = т, @ 
又 il-g) а-ә 
1+5, - 52 A 71+ 5,- ж)" = Irs + Ll а 


m ži l-z 
>] - 5, таа 


| 
SU Maga 
-图 - 
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#- >| s namo < 


KUNLA S, — xi 


Šf sisas! 


证 法 4( 归 纳 法 ) (1) n = 2 时 


5\ 32 x 52 
у ек 1- - =T + р +l- x - %2 = 
Р, Ira 1+ +0 а) - а) Itn Тва? е 


1-а (тут trig lsi- aelh!) 15Р, <1 
BD п = 2 时 ,命题 成 立 . 
(2) 假设 当 п = 大 时 ,命题 成 立 , 即 


А 
al ži 
P= Xirs + «1 ® 
其 中 Sk = Dann = а-ә 
于 是 
k 
x, >= S, 
S ` і isl k 
+T> 2 Tr *h=ly8s t = r, s t ha 
1 
T - ys < 0 Ф 


(3) 那么 , 当 n = k + 1 时 ,注意 到 


Ta = а-а) = (1-01, 
га 


ка 
O< x < x <“ < ma < 150-5 = 2) 


上 
Такы, ба Уа + (аа-а) > S, 


izi 


© 

E Skri Mrl = S, 

а ы ñ 

ы ži Х+1 

Ры = 1 TTS Tat [a -x)= Э аса 1+ а-а 

k 

тёр те Оаа) = 

S, x, 
еВ +5, ++ S t (- ann = 
1+ 0-а) тр) 1 


BD n = k + 1 时 命题 也 成 立 . 
-图 - 


ABH o => = 
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综合 上 述 ,对 任意 2 < п € N 命题 成 立 ， 


证 法 5( 求 导 法 ) А х, = t € (0,1) 关于 上 的 函数 为 
f) = P. = турс г.а = 


тете бра +а-оЙа- 0 
其 中 8 = Šin у) RME 
7@®=-$ тутуу сый гав a-a 


7 = птер» 


ШР (0) > 0, 因 此 f(t) 在 (0,1) 内 无 最 大 值 , 只 有 当 + 取 边界 值 0 或 1 时 ,Fi) = P, # 
能 达到 最 大 值 . 
同 理 , 当 жу, хо," n1 均 取 边 界 值 时 Р, 才能 达到 最 大 值 . 
综合 上 述 , 只 有 当 所 有 xi,x2,… ,x 均 取 边界 值 0 或 1 时 , Р, 才能 达到 最 大 值 ,此 时 
max( P,) = 15Р, < 1 
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(1) 上 述 前 4 种 方法 均 属 初等 证 法 ,技巧 各 异 , 第 5 种 方法 虽 应 用 了 导数 ,但 并 非 很 
难 .整体 看 来 ,推广 1 的 妙 度 非凡 ,而 难度 只 相当 于 目前 的 IMO 难度 ,其 5 种 证 法 可 谓 是 
“八仙 过 海 ,各 显 神通 ”. 

MERIA, H n AER aaran} 中 有 m(0 < m < n;2 < nmnEN) 个 取 0， 
其 余 n-m 个 取 1 时 , 式 (H) 等 号 成 立 .因此 ,在 不 考虑 a, az, a, 的 顺序 的 情况 下 , 共 
有 nn 种 取 法 , 均 使 式 (H) 等 号 成 立 .这 就 是 式 (H) 与 众 不 同 \ 标 新 立 异 之 处 , 故 它 倍 显 扒 立 
鸡 群 ,趣味 无 穷 . 

(2) 有 一 点 必须 指出 :有 人 在 用 归纳 法 证 明 本 题 时 ,思路 如 下 : 

记 

5, = У.т, = а-в) 

假设 当 п = 大 时 ,命题 成 立 ， 即 


k 
P. = тг 


ЖА, п = kit, hF 


Sa = S + а > S, а = (1- а) Т 


A 
+T, < 1=2; <1- T, Ф 


— Se 
= Í + S, — zi 
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于 是 

А 

к xi Хк+1 kyl 5 РА 
Р = трут па 1- паре + ж) Tk = 


1 
1+ жыт FEAS т) < lsP < 1 © 


即 当 n = k + 1 时 ,命题 仍然 成 立 . 


=ске Ел ыи, 粗略 一 看 ,无懈可击 ,天衣无缝 ,但 一 细 看 ， 
BT = T, > 0. 因 此 ,从 式 @ 中 不 能 “瞒天过海 ”地 推出 Pa < 1, 这 点 大 家 要 注 


意 . 


1+ T 
(3) 不 等 式 (H) 还 可 从 指数 方面 推广 为 : 

推广 2 Е а, В, Vi > 1, 元 数 x; Є [0,1](i = 1,2,…,n;2 < nmnEN), 则 ( 记 
S = 1+ Ула) 


> + Па - ж) 1 (D 
N EE 
(4) 式 (H) 是 否 有 如 下 拓 变 式 
„Уа 
n + (п- 1) а п 


事实 上 , 式 (J) 是 成 立 的 . 
йай 5) = nt,t Є [0,1], 式 (J) 化 为 


тут; + 0-0" 16 © 
(1-)"{1+(1-1)1<1-{ @ 


显然 , 当 t = 0 或 1 时 , 式 Ф 取 等 号 ,成 立 ; 当 
O<t<l1Əl+(n-1t>l1>1-:t>0(I- t)" [1 + (п -1):]( 应 用 平均 值 不 等 式 ) < 


(а-о. aD) si De< (1-4) 


即 式 @ 成 立 ,从 而 式 @ 成 立 , 故 式 (K) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 +: = 0 或 1, 即 > = 08 п, 
Bl(zi,z2,", z.) 全 部 取 0 或 全 部 取 1. 


ЖаН о= > ос 
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题 2 设 a,b,c,d,k E R, 且 满足 条 件 1k1< 2 及 
[z + b? — kab = 1 
è+ d- ked = 1 
则 
SE ee 
4- É 
分 析 ”观察 : 读 完了 题 , 细 分 起 来 ,本 题 的 已 知 条 件 有 三 点 ,要 我 们 证 明 的 式 (A) 也 
并 非 庞大 复杂 ; 
联想 :让 我 们 首先 从 最 简单 的 特殊 情况 着 手 分 析 , 当 k = 0 时 ,已 知 条 件 简化 为 


а +2 = 1.2 + Ф = 1 


(A) 


l ac - bd |s 


这 时 , 式 (A) 简化 为 
lac-bd|<2 
很 明显 ,这 是 一 个 简单 的 常规 不 等 式 ,用 柯 西 不 等 式 或 三 角 代 换 均 可 轻松 证 明 ， 

PEAK AE k x 0(1k1< 2) 时 ,由 于 a,b 和 c,d 分别 在 两 个 已 知 等 式 中 ,似乎 互 不 
往来 ,各 居 “ 门 户 ”. 而 式 (A) 却 偏 要 将 它们 “ 开 亲 结缘 ” 合 二 为 一 ,“ 和 睦 相处 ” 地 统一 在 一 
起 .受到 刚才 特殊 情况 (k = 0) 的 启发 ,为 了 证 明 式 (A) ,显然 将 它们 先 配 为 两 个 形 如 x? + 
у = 1 的 式 子 ,再 用 柯 西 不 等 式 或 三 角 代 换 , 方 可 完成 我 们 的 “统一 大 业 ”. 
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由 于 此 题 奇异 美妙 , CH 20 世纪 一 诞生 ,在 初 数 界 便 引 起 部 分 人 士 的 关注 , 主要 是 
探讨 其 证 法 技巧 ,其 中 李 长 明 老师 "战功 卓著 ". 他 在 《湖南 数学 通讯 》 上 一 口气 公布 了 10 
种 证 法 ,使 人 眼界 大 开 ,惊叹 不 已 .我 们 先 欣赏 两 种 最 具 启发 性 的 精彩 证 法 . 

证 法 1 充分 应 用 已 知 条 件 进行 配方 

[s + b? - kab = 1 


ыыы. |> 1 = (a° + ° - kab)(e + d? kd) = 
+e- = 


2 
[cae ы)] + [Ca + be) - B (ae + DP > 


уа É 4 2 
[cae ы] > 1 ls 22 
等 号 成 立 仅 当 2(ad + bc) = k(ac + bd) 
-图 - 
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证 法 2 ”引进 非 负 二 次 三 项 式 
f(x) = 2 -V4- 2 (ac - bd)x +1 = 


[ini ш] [Di o] > 
04, < 06 I V4 - (ас – bd) 12 - 4 < 05 
2 
[есе ус 
等 号 成 立 仅 当 
(a+ bz = 2ке 0) 
(2 - k)(a + b)(c - d) = 


У2 + Е 272-8 
2 (а – Ь)х 


(с + d) 


(2+ К) (а - Ь)(с- s + бс) = (ас + bd) 
如 果 重 新 理解 本 题 ,我 们 有 发 现 新 的 证 法 . 


证 法 3 ”观察 已 知 条 件 , 发 现 数 对 (a,5b) 和 (c,d) 均 满足 曲线 方程 


x + у – kay = 1 Ф 
设 p,q E R 为 待定 系数 ,我 们 希望 出 现 奇迹 一 一 将 式 @ 左边 配方 成 
l = 2+2 -hy= 

р(х + у)? + (х - у)? @ 
(p + 4) (2 + у?) - 2(q - р) ху=> @ 
ШИШЕ: реак Ф 
204 - p) = Ед = (2 + k)/4 > 0 
[уел а 1 ® 
р(с+4)?+(с- 4)? = i> 


2=[p(a +b)2+ q(c – d2] +[р(с +d) + q(a - Ь)?] > 
2 pall (а + b)(c - 4) 1+1 (c+ d)(a - b) 1] > 
2v рд | (а + Ь)(с – d) + (с + d)(a - b) |= 
4Vm | ac — bd | Ə | ас - м1 у= = а 
[е + b)? = а(с- 4)? 
р(с +4)? = q(a - Ь)? 


等 号 成 立 仅 当 


Ра 接 证 法 3 中 的 式 @, 并 应 用 柯 西 不 等 式 有 
1 = [pla + b) + q(a - Ь)?][д(с- d}? + р(с +d’) > 
[Ура 1 (а + 5) (с – d) 1+ Урд | (а – b)(c + d) 1 > 


ЖаШ O =Z > cc 
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pq | (а + b)(c - d) +(а- b)(c + d) 12 = 4pq | ас- bd 12 


ас – ЫЛ 1 = 2 
2Vpg 4-0 
等 号 成 立 仅 当 
маж. аба Врба (еж d) l= 4169 - 00е d) i 


证 法 5 利用 证 法 3 中 的 式 @ ,并 注意 到 p,q > 0, 作 三 角 代 换 
w Те Ке ка) 
sina =Vqgla-bl lsing=vVqlc-di 
由 1 > l sin(a + 8) 1 = | віп acos 8 + cos asin 8 | = 
МОрд\1\(а- Ь)(с + 2) 1+1 (а + b)(c- 4) | > 
Урд | (а – b)(c + d) + (а + b)(c - d) | = 


Ум lac- bdi= МАС Вас Ы 


Гас - bd | < —— 
4-2 
等 号 成 立 仅 当 
lsin(a + B) 1= 1а + В = пка 59 1 sin a 1 = 1 cos 81 
У2- ki q 2+6 dl +41. 2+8 
2 = 2 T4 S|e-d|7N2-k 
或 者 | cos a I= sin a 1222 = z= 
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(1) 本 题 还 有 更 好 的 证 法 吗 ? 对 于 已 知 条 件 1 k1< 2> -2 < k <22- k > 0, 首 
先 易 得 


ab < 1⁄(2 - k) 
1 = z2 + f- ke > 2zy - ky = (2 - k 1⁄2- k | Б 
x + y > 2ay - kay = ( )лу=»ху < 1⁄( )= ed <1/(2-®) 
其 次 Гаж уу 4 (^+) 
当 PtP- э быз? + у#-1 а + у) + у) <a 


2 
2 2 
I * +y > Wk. 


当 ж? + у®-1 < 0—›1-х2- y < К!( + у) 


2 
2 
#+ SINE 
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а? + b? Биер 
2 КОШУ, <2- Iki 
pA hd =” 

© +4 у гү 
| ac – bd |<lac+ bd | < 


Ма? + b2)(e2 + Ф) < 


2 
ДЕП 
2 2 2 
Бі аа ЕО ТЕТ) 42-161 
因此 用 这 种 思路 不 能 证 明 式 (A) , 即 此 路 不 通 . 
(2) 根据 前 面 的 证 法 5, 并 注意 到 


Ibe- аал + 1(а+ Ь)(с-4)-(а-5)(с+Ф\= 


уа os asin B — sin acos B | = 
21sin(a — 8) | 2 
е kika b ZE к 


等 号 成 立 仅 当 | sin(a - 8) 1 = 1,80 
М2 kla+bl=V2+klc-dl 
或 V2+kla-bl=V2-klc+dl 
这 样 ,我 们 可 将 式 (B) 视 作 式 (A) 的 配对 式 , 让 它们 珠联璧合 . 
(3) 一 种 好 的 证 法 ,往往 会 启发 我 们 对 题目 做 出 较 好 的 推广 . 比如 应 用 证 法 1 就 能 建 
立 式 (A) 的 参数 推广 : 
推广 1( 参 数 推广 ) а, Б, с, d,k,à E R, 且 满足 1k1< 2,4, 同 号 ,及 
k + b? — kab = À 
с + Ф - ked = p 
则 
42, 


lac- bd |< 16 (С) 


这 是 因为 
ди = (a? + b? – kab)(c?2 + Ф – ked) = 
2 2 
[Lu - ы] + [Cad + te) = (е + bd)] > [VEE a - ы) М. 


Гас - bd |< в 
且 等 号 成 立 的 条 件 仍然 不 变 ,为 
2(ad + bc) = k(ac + bd) 
同 理 , 式 (B) 也 可 参数 推广 为 


ЭЧЕН о=> ос 
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lbe - айі | б (D) 


特别 地 , 当 取 (4 ,py) = (1,1) 或 (- 1, - 1) 时 , 式 (C) 化 为 式 (A); 式 (D) 化 为 式 (B). 
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我 们 刚才 从 参数 上 推广 了 (A) (B) 两 式 ,那么 ,我 们 还 可 以 从 指数 上 去 推广 它 吗 ?前 
面 的 证 法 3 暗示 我 们 ,只 要 方法 巧妙 ,是 可 以 的 . 

推广 2( 指 数 - 参数 推广 ) 设 a,b,c,d,k € R,n € N.A, > 0, 满 足 条 件 |k1< 
2 及 


Уса -0 к Жоан asas š; 
i=0 iml 


SN mi 2i nla-i) k S i-t 2i-1 2-2: 
> Сис - 22 Ge [i 


lac- bd |< (Z) (Е) 


特别 地 , 当 m = 1 时 ,2n = 2, 注 意 到 C = 2, 式 (E) 化 为 式 (A). 
如 取 п = 2 时 ,已 知 两 等 式 化 为 
[< + ба?Ь? + Ь*) – 2k(a3b + ab?) = А 
(с^ + 6с202 + dt) - 2k(c)d + cd’) = p 
证 明 ”应 用 二 项 式 展开 定理 有 
(x + у)" = y" + Chay! + бау? + Qa y? + + Слан + a 
(х- у)" = y" Chay y Qay? Cary ++ CB ly +з? 
Ë: > 0,p,4 为 待定 系数 ,我 们 希望 有 配方 
t= р(х +y)" + q(x - y)?" = 
(р + DO” + Cry + а да-а + a. CB ‚лу, 
(р 9) (Cry 1 + G, y 2Һ-3 十 -4 С; 2%-1у) = 


(p+ оу 21020-0) ү (р - оў 121-1, P+ Ф 
因此 ， 欲 将 已 知 条 件 中 的 两 个 等 式 配 成 方 


ао еа) Ф 
ple + 4)" +а(с- d)” = 
由 式 @ 知 ,必须 上 只 须 令 
p+q=1 
p= (2-k)⁄4 > 0 
АЕ s ae 
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ER @ 中 作 三角 代 换 
fe + b)™ = Асоёа 
qla – b)™ = Asima 
人 + 4)?" = pncos2B 
q(c - d)?" = psimp 
其 中 ,BE (0,2). 由 于 
Мн > l sin(a + B) | V àg = 1 sin acos В + cos asin В | Уди = 
Vpqll(a- b)Xc+ 4) 1" +1 (a + b)(c- d) "| > 
1 (а -b)(c+ 4) 1+1 (a + b)(c - d) 1)" 
2V7a( a c+ + а+ ) > 


(a -b)(ce + d) + (a + b)(c — d) 
2 |= c+ Hes c 


2V рд | ac - bd 1" 


AJ Va \* 


l ac - bd Is 


2/м! Wa- É 
等 号 成 立 仅 当 
sin(a + 8) = 1 cosa = sinf |а - b|" 
& Ls _ [э [2-Е 
ep c+d - z = 2+k 
N b|" 2-k 
或 sti -J2 = 2+ 
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探讨 至 此 ,本 可 停止 ,但 我 们 那 飞 翔 的 思维 还 在 “彩云 追 月 ”. 
RA) 的 已 知 条件 中 有 两 个 已 知 等 式 ,如 果 我 们 有 意 将 它 增 加 到 3 个 ,4 个 ,……, 直 
到 m(2 < m € М) 个 ,这 样 拓 宽 了 视野 ,必定 风光 无 限 . 
推广 3 а, 6,0, ER, Anj >01<i<j<sm2<mEN),Ik1I<2, 且 
满足 
Ë + b} — kab; = А 
a3 + b} hob = н 


记 >) 为 > , 则 有 
Б аа;- D, bib; рот (P) 


特别 地 , 当 m = 2 时 , 式 (F) 化 为 
-ф- 
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ЗШЕ о=> ос 


iaar - bib Le 24а Ф 
4-0 
这 等 价 于 推广 1 中 的 式 (C). 
取 m = 3 时 , 式 (F) 化 为 
2(/ ia + V AA3 + АЗАЛ) 


| ajaz + asas + аза – bibz – 023 – 3, |< < 


V4- k 
提示 BROA 


[ЗО\А» + АзАз + АзА1) 
2, 4-0 @ 
2 ЛА 


Гаа - bb le П S i< јет е т Є NSD- УЫ I= 
1 (аа - Б) 1< 27 1 аа - bibj |< 
2 22, ы 20/44; 
(и Dew- а 
最 后 指出 :推广 2 可 综合 推广 为 
推广 4( 综 合 推广 ) 8 а, 6,0, ER Anij > 0(1< i <j=<m,2<m€6N), 
n €N, 1k < 2, 且 满足 条 件 


"` n 
Убагы 2 Уатан = 


раи" - Dagge = э, 
记 > yE 


leicjen 


1 
1 Dan - У) I< = Гаа)" (с) 
如 果 约 定 anni = ал = ЖА (С) 也 有 配对 形式 
В 1 
[È aan - Ўв | Ў | 233) (н) 
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í 
题 3 0 € (0, G = 1,2,3,4) B 2 лап б; = 2, 求 证 ; 


Slsin 262 < (z) 
初 看 本 题 , 题 意 简洁 对 称 ,容易 记 住 ,也许 不 难 ,让 我 们 先 分 析 一 下 : 
O) Жа = 1570, 


(А) 


%Є (0,3)(1 < i < 4) Є (0,7) 
У 1 T 

2= > tan 6; > 4tan astan a < 290 < a < arctan 7 < W> 
imi 

a € (0,30) 


特别 地 , 当 a = 6; = arctan + (1 < i < 4) B ,# 


tan 6, = J ә®иё, = сов26; 
此 时 式 (A) 等 号 成 立 . 现 设 


S = > (sin 28;) = > ,4sinmzbicos20; < (2 4simb)(> ооё) < 
К 
起 [Csie) + Со в)]" = 
авв + сой)? = 


十 SA + 3sin0)] ss < БФ + ЗУ) 20) Ф 
isl isl 
到 此 ,我 们 联想 到 :如 果 Ө, € [0,z=](1 < i < n,3 < n € N), 那 么 我 们 过 去 证 明了 ， 


5426, = x 时 ,有 不 等 式 


> sin20; < 1 


@ 
等 号 成 立 仅 当 9 = б, = бу = 村 ,04 = … = 6, = 0. 


ЖКО Жп = 49 0, + 0; + 63 + 0, = x, B. 
_Ф- 
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ШЫН o E> = 


ч 9 
250 < + @ 
= 

等 号 成 立 仅 当 0 = 0, = бу = 5,0, = 0. 


但 是 ,在 式 中 ， Oi + Oa + 03+04<4arctan < 120 < x, Ë. 6 € (0, >G = 1, 


2,3,4). 
因此 , 式 @ 不 具备 式 @ 的 条 件 . 
如 果 再 将 变形 式 
> sina, < 1а - ез2) =2- 12б 
也 不 能 应 用 У 20; < 4соѕ 2а 
可 见 此 种 思想 让 我 们 现在 举步维艰 . 
(2) 现在 ,我 们 改变 战术 , 作 代 换 
ai = tan 0 一 (sin 20,)? = кы = 1,2,3,4 


PPS 
这 样 ,已 知 条 件 简化 为 
Уа =2,а>0,1<ї<4 
而 将 结构 转化 为 
4 2 
сати (в) 
记 式 (B) 左边 为 已 ,并 设 
О<а<а < аз < aza < аў < а < а 


1 ! 1 1 ТОМАН) 


(аў +1)# # (42 + 1)2 >? (al +10 > (al + 


а? _ та \ < 1 
= > (а + 12 & (z). > (а? + 1)? 
н Ја = (2) = 1 
ft 气 


Xa + 1D2 > ш +1)] = 102 7+4) та +43 = 5 
即使 应 用 柯 西 不 等 式 也 只 
яе 
无 法 推出 式 (B). 
(3) 注意 到 当 а, = (1 < i < 4) 时 , 式 (B) 取 等 号 ,现在 ,我 们 改变 思路 
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а + u = a; +4(ә)>5 BES = > = > = 


4 


ДЫ М 


it (а + 2:32 Ы 


ЗА, BEMA REPR ER, EANET . 
2 


可 见 ,我 们 刚才 应 用 了 З 种 思路 均 告 失败 ,难道 式 (A) KEE , RII 
法 制服 它 吗 ? 


其 实 , 式 (A) 的 等 价 形式 式 (B), 它 是 陈 计 先生 在 20 世纪 建立 的 一 道 妙 题 ,请 先 睹 为 
快 ,欣赏 那 绝 妙 的 证 法 . 


证 明 ”根据 对 称 性 ,不 妨 设 
Ped 1 
0<as7 
al+a+a+ad=2 2 


CD 54 < a < 立时 ,计算 
(48a; - 4)(al + 1} - 125a1 = (2a; - 1)2(12ai + Па + 32а) - 4) > 0 一 


а? 48a; -4 
(а{+1)#® 125 
3 ава -4 тА 
Ба тй < s G = 2,3,4) 
48а -4) 48>)o -16 
P= д аў x өз» 08 48 2-16 16 
= 


2.12 < 125 125 = 7705 =P < 25 
(2) 当 0 < al < + ALM 


(540а› + 108)(а$ + 1)? - 2 197a3 = (Заз - 2)*(60a3 + 92a3 + 216а + 27) > 0 一 
2 


ай 50а; +108 _,, 
(本 + 二 2 ШАНЫ 
а? 540a; + 108 . z 
Maggs гю = 3⁄4 
ps at 540(а› + as + а) + 324 _ 
(а +1) & 2 197 
54002 - ај) + 324 108 540a; 
2 197 = 169 7 21975 


Шан о= > uc 
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а? 540a; 

E Ф 1)? 7 2 197 Ф 
1 а РАР! р < 108 

к= < d < pa < 15 < 1@ < 55 

综合 (1) 和 (2) 知 , 式 (B) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a = a = as = a = 5. 


从 而 式 (A) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 9 = б, = 6, = б, = arctan 7- 


р < 10 4 


0 < al < 


3 


通过 上 述 分 析 , 陈 计 老 师 采 用 原始 的 方法 ,初等 的 配方 ,巧妙 地 证 明了 式 (B) ,这 充分 
说 明了 高 等 的 技巧 并 非 万 能 ,初等 的 方法 并 非 无 力 . 

虽然 许多 优美 的 命题 都 可 以 进行 某 种 程度 上 的 推广 ,但 推广 要 小 心 仔细 ,否则 会 “ 触 
雷 伤 身 ”. 那 么 ,对 于 本 题 而 言 ,我 们 能 推广 它 吗 ? 


为 此 ,我 们 先 设 
О<а<а<' < а, 
nlo 1 
а + а +7 + a, = 2 [|= <a < 2 
4<n€N 
已 证 当 
1 1 ai 48а -4 48a; - 4) _ 
869572500 .1) © 125 cA 
T582 a; -4n) = 504" - 4п) = ЕА 
此 时 有 推广 式 
a 4а 
сут S 25 (С) 
等 号 成 立 仅 当 a1 = a= = a = 1. 


特别 地 , 当 取 п = 4 时 , 式 (C) 化 为 式 (B). 
但 当 0 < ai < 计时 ,对 于 2 < i < n f 


а? 540a; + 108<" 540а; + 108 
(а? +1) < 2197 家 < 总 2 197 )- 


515 (39) х зю + 108(n – 1)] = 


2 ым = ai) + 108(п-1)] = 
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378п – 108 _ 540a, 
2197 7 2197 
а е. 540a, |> 
Сти < at < суар < 2197 


< 378п – 108 
Èi ia 2 197 Ф 


可 见 , 欲 证 当 0 < а < 1, 式 (C) 仍然 成 立 , 则 必须 


378n -1 
Yr < ел4 2 < n< 4 


这 表明 式 (C) 成 立 的 另 一 个 必要 条 件 是 2 < n < 4, 即 n = 2,3,4 均 可 .这 一 结论 真是 出 
人 意料 . 
这 样 一 来 , 式 (B) 只 能 推广 为 : 


推广 ! 设 w > 二 (1<i<ne N), EWED a; = КЕШ 
= 


a 2 
а; 4п 
р, = сата S 25 


于 是 , 式 (A) PRES 
推广 2 ikatan + < б; < 到 (1 < i < n €N), EWEX tan б = 号 , 则 有 


S, = È (sin 20)? < 161 (p) 


此 外 , 式 (B) 还 有 两 个 漂亮 的 拓 广 式 : 
拓 广 1 Balsis n EN) 为 任意 实数 ,k # 0 为 实 常数 ,上 且 m,PE N 满 足 
2р > m, 则 有 


È стр э; єт” (Е) 
拓 广 2 人 
nop. [8 ayt |? 


ее: (а? + D = (28)? 


(四 ) 
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题 4(IMO 预选 题 ) 设 a,b,c € Rt, НЙ abe = 1, 求 证 : 
ab bc са 
чыш SP ке ЫЕ слу азса О (А) 
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УЗЕН о= >с 


许多 数 奥妙 题 的 已 知 条 件 与 本 题 相同 ,但 要 求证 明 的 结论 却 各 具 特 色 ,五彩 缤纷 .就 
本 题 而 言 ,观察 式 (A) 知 , 它 的 左边 关于 а,Ь,с 轮换 对 称 , 且 是 三 个 头 轻 脚 重 的 分 式 之 
和 ,证 明 这 样 的 命题 ,需要 一 定 的 技巧 . 

证 明 ”由 于 


аў + 6 – а26%(а +b) = (а? — Ь?)(а? — b?) > Оа? + b > а? (а + Б) = 2 > 
== а. 
Peed тез к шү" 
(abc)e с 
a+b + (ас)ста+ъ+ с? 
ab 
аб+%+а*^а+Ь+с 
k = 
5 < 
mal? +c + фс `a+b+c 


с ъа + са Sa+b+c 
л. bes 
р РО геч =! 
等 号 成 立 仅 当 a = b = c = 1. 
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上 述 证 法 显得 简洁 明快 ,如 果 设 正 数 4,p,v 与 a,5b,c 反 序 ,那么 ,应 用 切 比 雪夫 不 等 
式 有 


(__эк Ха +уЬ + 1 
(р) aibs © з(А + +)» 


(кууы) ++») (в) 


等 号 成 立 仅 当 а = b = c = (BRAA, u, v ЖЖ). 

从 外 观 结构 上 看 , 式 (B) 美观 漂亮 .如 果 我 们 将 式 (B) 视 为 式 (A) 的 加 权 推 广 ,那么 
RA) 还 有 参数 推广 吗 ? 如 果 有 ,外 观 优美 吗 ? 

推广 1( 参 数 - 加 权 推 广 ) А, и, > 0,a,b,c > 0,Н абс = 1, 则 有 


ле иса sab (z: (+ АА +) 
Lb + vc? + Abc * ves + Ла + иса * Аа? + pbs + vab < 


(с) 
可 见 , 式 (C) 是 体态 丰满 迷人 的 “ 胖 美 人 ”. 
特别 地 , 当 X = и = v 时 , 式 (C) 化 为 式 (A), 当 a = b = c = 1 时 , 式 (C) 化 为 简单 
不 等 式 
(и + о) (о + À)(À + и) > Bap 
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证 明 ”由 于 
(b - с) (6% – сё) > 0=b + c > bte + bc 一 和 (好 + c) > pwl bte + pc) 一 


b + pol bS + c5) + 1205 > pb + pv( bte + bet) + ос 


(и + pb)(Hpb5 + vc) > (pb + ve)(pb + set) > 
2V ро (Бс) (и + xc) 一 


2 | b $e) риф + xc + Абс > 


2V Iw(pb + ve) + А(и + v)a(abe) > 
(и + о)а? 
2V uu (b + ос) + 2А Уша ， 
(и + о)а? 
À Vw 
(222), ha(alc) 
用 + Abc < 2(Qa + pb + uc) 一 


2(àa + P + vw)? 


> (2 )oe Dra ШЕН 
і a + pb + с) = 2 


b5 + с? + Àbc 
АМ (А + и) (о + À Д; 
之 A а спа Ile +) 
由 于 
A VWA +) +A) э 0а) У м ү < [ш +» 
a] lG +o) 
БЭ ктар vc S) s Vw 


即 式 (C) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a = b = c=1 及 A = н = s. 
特别 地 ,由 于 


Шеш +) « (20650). (252) 
因此 式 (C) 有 一 个 漂亮 的 推论 


У; Ас À +g +b)? 
ИВ + veð + Abe] < 


在 最 后 我 们 还 将 推广 它 , 使 它 更 加 丰满 迷人 . 
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由 于 式 (A) 优雅 大 方 ,自然 有 一 个 漂亮 的 配对 式 : 
-图 - 


(D) 
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ЭБЕН о= > = 


配对 а, ‚с, К,а, В > 0, 且 满足 abc = 1,а > 5(1 + В), WA 


а 3 
Эртте > G + DP p 
特别 地 ,在 式 (E) PR k = 1,8 = 1,a = 10 时 ,意外 地 得 到 式 (A) 的 完善 式 
ы bc а! 
УЭ тот Эс үне чүт @ 
式 (F) 是 一 个 优美 的 双向 不 等 式 ， 它 可 以 流 化 成 一 个 更 难 更 美 更 角 的 新 的 不 等 式 
a" - bc 
Ds +c + Б) 20 (с) 


证 明 设 9 = all + 8) > 5, 应 用 切 比 雪夫 不 等 式 ,并 设 
а > >с > Оа" > b" > с" > 0(m > 0) У) = >)(a. as)> 


LDE) > (Ba) (abe) = У] аз = Da аз) > 
$e) De) > ава = D> Бую 


Уа > Ма > У Ф 
Р-У) а -5 (а%)'+8 本 
x (05 + c + kbe)? 7 (b5 + с? + kbe)? Z 

(Xat) 

СУ ОК) = 
(> at)? ° (2>)а% + куа)!" 

(2X aS + КУ)? (2+ 0)! +8020 a + КУЫ)? > 
(2D, a5 + k9 be)? 


(2+ k) . (2X as + kY be)? 一 
23а +00) 643 Š 
Q+ 2 (2+ па > ar k)? 
等 号 成 立 仅 当 a = b = c = 105 k,a ,B 6%). 
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现在 ,我 们 从 指数 方面 推广 式 (A). 
推广 2( 指 数 推广 ) 设 e,b,c > 0, 且 abc = 1, 指 数 满足 p > 24 > 0, 则 有 


(аь)* 
rr S ! o 


比如 , 当 取 p = 3,q = 1 时 , 式 (H) т 


а тит те a (h) 


aa si 
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证 明 ”我 们 设 
а+В=р>0 а = (2р - 4)/3 > 0 = 
ат A yo (P> Osa- B= 
1(р-24) > 0528 >a > B> 0 


于 是 ,我 们 有 


(а - 加 )(a8 - B) > 0О—>›а°*# + bt > аф? + аЬ" = (ab)8(as-B + 加 -有 一 


an+8 + b+ > 


aP + je- “лш” Ж сз 


а-В 1 м-В 
а £ уаз? + tB + (ab) > 


(ар)у#- (ays. а _ 
aP + bt + (аЬ)? < Уа е Е 
(abc)28- . -P = E-P 

е” "Уат 
(ab)% (аЬ)?-° 
(> + + Сау) = 2h e+ beth + (ab)26-a] < 
> 
Sat 21 


等 号 成 立 仅 当 a = b = c = 1( 与 指数 p,g ЖЖ). 
如 果 我 们 再 将 推广 1 和 推广 2 结合 起 来 ,不 难 建立 : 
推广 3 设 4a,b,c,4,p,v,p,9 均 为 正 数 , 且 有 abc = 1,p > 29, 则 有 
5 А(Ьс)* )= [lG +) 0 


pi + ас? + Albe) S BAw 
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不 等 式 (A) 是 关于 三 个 正 元 数 a, b,c 的 不 等 式 ,我 们 能 将 它 推广 到 多 个 正 元 数 的 情 


形 吗 ?而 且 其 难度 与 IMO 基本 相当 . 
推广 4( 元 数 推广 ) ” 设 正 数 oil aa,…,an(3 < n € N) 满足 ajara, = 1. 记 


则 有 
©; = <1 O 
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Aay о=> ис 


证 明 25 = Plaas = S- qtr-1,p = >) a, 应 用 切 比 雪夫 不 等 式 ,有 


S, = = а?! + + атт + алт + + а") > 
元 L ttt Ga +" + da) > 
(а? + o + aP + а? + + ar?) > 
O AEP EET E (р-а) = 7> 
азбар 
5% -1 
m Р 


等 号 成 立 仅 当 al = a, = = а, = 1. 
下 面 我 们 再 分 别 建立 式 (J) 的 系数 推广 和 指数 推广 
推广 5 Ша >0hi>0(<i<n'3<nEN), 且 满足 ataz…as = 1,105 = 
=+, 
а 


УЈлай"-!, 5; = S – Аа? !,б = 


і 


0107" Gs 
ai 
/AiG (Ar + Аж + А)" 
хаза) а к, 
显然 , 当 系数 AI = А = = А, 时 , 式 (K) MARU). 

证 明 记 := Mn,7=hMt+hM+…+ht= Аш, T, = Т-А, FEA 


Т,>(п- т = (п- (д) 


(n = "1. (шук = (n 0) Ф 
再 记 SP = (Xah) -ht 
Г 


st + Aiai = т 


аа ж аз > *“ > a, > Оа") > ald) > a 5 0555 Leps- = 


2n-2 21%) 
tiomo. (ass) a-i o Е 12-18; ае А; 
та: ча 


sd Si. 
(n -1)epis® А; (п –1)1-1800 + Аа; 
Та? а 7 Та? = 
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(а 10010800 + Аа) (п Отв 
Ta? =S, +46, > та? Ө) 
记 
АС, TA _ _ _ TAai ы? Аа S5) 
ш SHAG “ууш л “(n mi Т Sa-mP Т, /® 
Уда 21 
G 1)т = п L i (A i)e 11 олаи Ф) 
各 i 
Уа - Drim] ЫЕ, ® 
但 
лү Èr- r_ Sy са 
По (209) [Же -ю].[" ФА] (тут 
ТП 5 Ps s n 条 пч 
@ 


这 即 为 式 (K) ,等 号 成 立 仅 当 ol = а = = a, = 1,À = А = = Àn 
推广 6 设 n(3 sn EN) DER aan, a, Й аазга, = 1, 指 数 p,g 满足 
p > (n - 1)q > 0,ўй 
S) = (añ + ab + + ah) - а? 


G = 27% 1 eign 
a, а; 
则 有 
= _ a 
Za! (D 
证 明 ж 

бей а = ®=Щр+4д)>0 

n- = 

а+В = в = 22022104, 0 


a > а > "` > a, > 0 


жб ыру. бб Л 
еа 95 = Sie) > —TSi(a)S,(8) > 
а Жаш n 


lla, 号 а а 
iz :Si(B) = атту. 5$(8)»ай$@(р) > ag . 80 
а 
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ЖАШЫН о=> = 


ыз 21 1 SE 
agSi(P) + 1 > = (оу); = = l> 


кан + E э (жуа + <! 
等 号 成 立 仅 当 al = ax = = a, = 1. 
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前 面 的 推广 5 是 推广 4 的 系数 推广 ,推广 6 是 推广 4 的 指数 推广 .依照 前 面 的 方法 技 
巧 ,我 们 不 难 将 它们 “三 国 归 晋 ” 成 一 个 较 全 面 的 : 
推广 7 Ba >0,4;> 0(1<is<n,3<nEN), 且 满足 аага, = 1, 指 数 p， 


айёр > (n -1)g > 0, 记 5 = Dhat, S = S- Aat, G = STA L 二, 则 有 


а А6? Р Zar (м) 
Si + Аа? „аә 

让 我 们 再 回首 展望 本 题 的 探讨 历程 和 步 步 脚印 . 发现 我 们 虽然 艰辛 地 对 式 (A) fE Y 
一 系列 的 推广 ,但 均 在 一 组 基本 元 素 (a1,as,…,a。) 上 “ 建 房 起 楼 ”. 其 实 ,我 们 完全 有 实 
力 做 得 更 美 更 妙 更 好 ,再 将 上 面 的 推广 7 从 一 组 基本 元 数 推广 到 任意 多 组 ,建立 “一 统 天 
下 ”的 综合 推广 , 它 从 元 数组 数 、 系数、 指数 四 个 方面 推广 了 式 (A) : 

综合 推广 设 和 >0oi>0l<i<nl<j<m3<nEcN,1<mEN), 指 
Жр, а 满足 

р> (n-1)q > 0 
ajaj ayj = 11<ј т 


RS = Daag Sy = S- Аав, Су = Ss L (0,1) <j< meN), 


а 
Ув = 1,4] 


мыл дс ү, ОТА)" 
"ГГА Е + | = т, 00 
i Li п) 


如 果 记 у = saa < i< n,1<j < m), 式 (N) 也 可 以 写 为 
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i)" 


реА > 
х) < 一 上 (0) 
а m laD 
提示 。 应 用 式 (M) 和 赫 尔 特 不 等 式 有 
Узор) = аа) < Г Сла)? < TIAA 表示 式 (0) 右边 ) = 


42% = хәз О] Ы) = А 
fU a 
等 号 成 立 仅 当 ау = 1(1 < i<n,l << т),А = À> = = А. 
很 明显 , 当 m = 1 时 , 式 (0) 与 式 (N) 等 价 . 


由 于 式 (A) 太美 太 妙 ,自然 , 它 的 配对 式 (E) 如 花 似 玉 , 而且, 我 们 探索 发 现 , 式 (E) 
也 从 指数 \ 元 数 上 推广 为 : 


推广 8 Ша >0(1<i<n,3<nEN) 且 满足 aia2…a, = 1,k,a,B,p,g > 0, 
Н а > тахір(1 + 8), 9(1 + В), і 


S-a, S = 5-а 
= 


в + (аата). (у 


с- Ўв 
则 有 
x а п 
22 (s + IG > Ga = 1 + DŠ (в) 


Ж (Р) 中 的 G 表示 形式 与 前 面 不 同 ,前面 的 指数 p,q 必须 满足 p > (п - 1) 
q > 0, 而 式 (P) 中 的 p,g 不 分 大 小 ,这 样 便 拓 宽 了 式 (E) 中 的 指数 定义 范围. 

显然 , 当 取 n = 3,P = 5,4 = 2 时 , 式 (P) 与 式 (E) 等 价 . 

证 明 设 9= гар > max(p,q), H 


а > a > > а 


‚> „924 = = Xat: af) > 
аг? > а … аб 


100049 > еее рэс 
之 fedas Ф 
HAX of > > Zat = 5 (其 中 Si = Èa - al) > Èe- = C> 
“Го = =) =C=n 四 
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ЗАИН O =Z >с 


我 们 再 简 记 m = n - 1 + 有, 于 是 ,应 用 权 方 和 不 等 式 有 
У ab) +p > ab) 
ИИСИ (Оа) _ О) А 
St 860) 17 (Si+ 0000 [Ss сре (Zs XD 
= < = 
(ae а-а + КУ) а 
= = = 
(п -1)S+kG]8 ” т! [ (п - 1)S + КС]? > 


[(n - S + kG) _ 
m!*P[(n - 1)S + kG] ` 


(n-1)S+kG _ (n- 1)n + in пт п 
1+8 > 


т т!+# ка т!*Ё# = п 
Š а п 
27 + > (a = L+ PP 
等 号 成 立 仅 当 a = a, = = a, = 1!( 与 参数 上 ,指数 p,g Ra, B ЖЖ). 
这 正 是 式 (P) 的 奇妙 之 处 . 
从 上 述 证 明 可 知 ,优美 的 式 (P) 不 仅 在 证 明 中 有 一 定 难度 ,而 且 其 技巧 性 也 很 强 . 
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一 道 日 本 数 奥 题 及 联想 


ШЕЖЕ 


1 


2004 年 日 本 数学 奥林匹克 有 一 道 妙 题 是 : ' 
题目 (2004, 日 本 )” 正 数 a,b,c 满足 a + b+c = 1, 求 证 : 
l+a 1+Ь 


1+с b e е 
lb es th te) (А) 


证 明 WRA) 左边 为 了, 那么 从 已 知 有 
T< xÈ + Ё + Pe 


2a+b+c 2b+c+a 2c+a+b 
b+c с+а a+b * 


а b с ьс а 
3+2( potrta ta +) * Ха ЕЛЕ = 


с 
3 а а b b с с 
2 = (ср) + (а "¿+a + (6 аж 6) 
ab bc ca 3 
A= Gi O + а(а +c) Y b(a +b) 2 2 Ф 


由 于 
ак = SEX p бе , (ea) (应 用 柯 西 不 等 式 ) > 


=0+crc+a ar+ 


(ab + bc + са)? 


(b+c)+(c+a)+(a+ 


3(ab bc + bc ° са + ca * а 


应 用 3 元 对 称 不 等 式 ) > 


2(а+Ь+с) 
3abc(a + b +c) _ з 
2(a+b+c) © 2 аА > 了 


即 式 @ 成 立 , 逆 推 之 式 (A) 成 立 . 
MARA) 左右 两 边 ,我 们 发 现 式 (A) 左边 关于 a,b,c 对 称 ,而 右边 却 不 是 ,但 是 ， 
我 们 同 理 可 证 


1+ с 
+12. =206 +0 +5) (В) 


БЕ: Ее. эви] 
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从 外 形 结构 上 讲 , 式 (B) 与 式 (A) 相互 配对 ,天 然 成 趣 . 且 如 果 仍 然 记 (A), (В) 两 式 左边 
为 ,那么 可 得 到 珠联璧合 的 

Fah. + ®([ + +42) (с) 
显然, 这 是 一 个 有 趣 的 结果 - 如 果 原 是 将 式 (A) 更 所 为 式 (C), 在 未 导 现 到 证 法 技巧 时 ,也 
许 将 难 住 一 批 数 奥 选手 , 视 式 (C) 为 难题. 
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尽管 式 (A) 右边 结构 不 对 称 ,但 仍然 可 以 从 系数 方面 加 权 推广 成 : 
推广 1 设 x,y,z,a,b,c > 0 满足 a+ b + c = 1, 则 有 


х( dts), Q t (dt) < 
204 уза) + (р) 
其 中 Q, = (Vy -У:)# + Wz - /x)2 + (Ух - V7} > 0 


特别 地 , 当 * = y = zit, Q, = 0, 式 (D) 代为 式 (A), 当 a = b = c = 二 时 , 式 (D) 
为 
20]: <22)х + 0,0, > 0 
显然 成 立 , 因 此 式 (D) 等 号 成 立 的 条 件 是 
z=y=:Ra= b= c= 1 
WRA 设 4,u,v > 0, 有 
Qtrp)ab _ 1 5 (А+ и) (ав)? 
> (жс) БЭ? а. > 
дБ Ө +) 7 2 
а Уес) ШНА) = 


ГУКА + д)аЬ]? 
2abc(a + b + c) > 


4( 2,28) ab - bc ` 
Часа = 27У) няна) 


хари ct + = таран 

DIA +) - 22)] >=2 Аш» 

230 + 2 8 Е +y. 21 +A = 

х + пуа + E) +40) - УА +) = 
-图 - 
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Ea PH) - о 


Daraya У кна +0, © 
其 中 
= DA +н)%-4>уАн ® 
Mi S = Vx +V7 +Vz, 且 
Ажи = Ук [А = (S-2/y)2 
+? 15-4, = (5-25) 07А = р 21(5 -2/y)(S - 2V3) = 
s+À = z b= (S-2/z)2 


ае и 
- 59+ >у/у = > z-s => vz- LO = 

© н - 10а +25) VF) eE оо 

45 зн - УО + п) = 2D VR- 222) - 27 = 

- (20а - 22) Мн) = - (у - 2 Vz + z)] = 

-E7 - = 0019) 2069) +0, 


MRO) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 * = y = z 及 a = b = c= з. 


如 果 我 们 证 
Т, „>= {т 
а b с 
М, = хо *Ya + Б 
м, = х2 yb. S 
式 (D) 即 


| (T. у < 4M 
FIM: T, - Q, < 2M, =(T, – 0) < 4M,M,> 
T, - 0. < 2V M.M,=>T, < 24 M.M, + 0, (Е) 
这 正好 是 式 (C) 的 加 权 推 广 . 
有 趣 的 是 ,如 果 我 们 应 用 柯 西 不 等 式 , 有 
b с а b 


MM, = (х +y trt) T вару) > 


(V =: + V ху + V yz)2— / M.M, > V yz + V zx + V xy @ 
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ЭЗЕР ШЕЕ ЕШ 


至 今 ,我 们 仍然 习惯 用 记号 


P- b с 


b+ctc+ata+b 
在 前 面 的 式 (A) 的 证 明 过 程 中 ,我 们 知道 有 
3+2P AË +E ®)э 


Р < Ф + + + =) - 3 Ф 
同 理 有 
РЕСЕ о 
至 此 ,我 们 忽然 回忆 起 在 本 刊 第 二 辑 (文化 卷 )163 页 系统 探讨 了 的 基本 不 等 式 
P- Eria? ° 


很 明显 , 式 @,@ 是 @ 的 两 个 配对 完善 式 ,这 表明 我 们 在 过 去 对 式 @ 的 探讨 不 够 详 
尽 , 还 有 新 奇 的 结论 可 补充 ,真是 探索 无 限 ， 
结论 1 设 a,b,c>0 


1 Tera bre 
ке УА, _ [tcy 
°=1;21 b+c са) 


в 1 Vic a 
= 2 - 
则 有 
3+R>P>2+0 (F) 


显然 ,这 是 一 个 很 有 趣 的 完善 式 . 
证 明 (1) 我 们 简 记 


(род) = (Ь+с,с+а,а + Б)3 +2р = У) 22ке р 


аттар, рас. (а.г) Оаа 
HE ES di NAE 
ах) [> 
ENF -/ + 

Ф _ 


iie 
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3 Зе y 
P> SETON „Ју > 了 + (а Ја) = 
Р 3+0 
(2) 我 们 记 
Mis Pu е» ®М 2 ЧАИ ДРЕ 
как е атыу 
2 
于 是 有 М\М,=3+ > + ы? = 3+ EE- Z < 
2 
Безе 
VMM < 3 +, | У) 176 - < 
|с 
3.2] - УЕ © 
b b b 
Ж 人 
жй; +26, t = p= 
ре Т/М < 3 +р 
综 上 所 述 , 式 (F) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a = b = 
利用 原 赛 题 的 已 知 条 件 可 以 旧 翻 新 成 一 个 : 
结论 2 设 o,bc>0, 且 ae+b+c=1l, 则 有 
attdas hH + р +1) (G) 
分 析 ”观察 式 (G) 知 , 当 a = b = c = 3 时 等 号 成 立 , 此 时 有 
4 
Tu=? 
这 启发 我 们 将 式 (G) 变形 为 
l- 
Ра ° 
302712,2) 
Ие +142) > © 


但 是 


Dr) 
因此 用 此 法 不 能 证 明 式 @, 从 而 不 能 证 明 式 (G) ,于 是 我 们 另 更 新 路 : 
-图 - 


ЗЕРИ НЕЕ ш 
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证 明 p=- 


р= Уут, ә 3079007 1, 
(НИШ) 
P> 12; 12 ° 
х 
p= Ўр = ра Фар + 1) = 
DGD + = 
15 1p 4251.4 @ 
由 @,@ 得 


424 4 =з? + LET 


等 号 成 立 仅 当 a = b = c= $. 

上 述 以 p 为 中 间 量 作为 突破 口 , 采 用 “两 岸 开花 "(两 边 夹 ) 的 方法 ,漂亮 地 证 明了 式 
(G) ,仿照 上 述 技巧 ,不 难 将 式 (G) 推广 为 

推广 2 Ша > 0(1<i<n,3<nEN) 且 >》)a; = 1, 则 有 


nD > + (n - 1227 l 


1-а 


4 


仿照 上 面 证 法 技巧 ,我 们 不 难 证 明 : 
结论 3 а > 0(i = 1,2,3,4), 则 有 


в\ az аз а 

( + + + )< 

аз + аз+ а аз+а+а ad+a+a а + а + аз 
ар+а) аз+аз a+a а+а аз +а а+аз 

2х ( К )< 
аз+а, а+ау а + ағ аз + аз а + аз аз + a4 

аз + аз+ a4 азу+а+а а+аж+а a+ a+ az 

+ (н) 
а\ аз аз a4 
再 将 式 (H) 和 它 的 配对 式 推 而 广 之 便 是 : 


推广 3 АНКА п DEXa, a2, a, 中 任意 取出 个 数 之 算术 平均 为 449 ,剩余 
-图 - 
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一 上 个 数 的 算术 平均 为 4f"-9(1 < <п-1,3<п š N; 再 记 
= 92 ZË, ,T= (П = Bo 


则 有 结论 


A A 


Р, _1 (D) 
T. (7) 


略 证 (1) 30500 = KAH, SP- = (n - kya f = рәр Pr = 


人 A 
лм 


Р, 
Т, 


зт 


n-k n-k-l ка) 
P, < P, ar g LC > арс Ф 


再 注意 到 等 式 
(n-k- 1)С+18(°-® абв k) D sfr» © 
两 边 均 有 (nm - k)(n - k - 1) 项 单项 ,于 是 有 


~ 34 
Косіч Косі (скн) Уу se) 
п-Ё-1° (n-k- Do 7 (n - k- DG! 
500, (с 
500 (с! 
[кс узсо (应 用 柯 西 不 等 式 ) < 
509 хз `_5}0 
|270 эрк] - Hl ә] 


- k [748 st 
t pora e DIE аео] = 
ki k sim 
¿sa x 2, D - es 
P, < P,.,(1 < k < n - 2)5=P, < P; < с < Prai 
等 号 成 立 仅 当 al = а; = … = an( 注 : 式 (]) 可 系统 为 1 < P, < P; < с < Pai). 
(2) 注意 到 Cr-* = СЕ, Сп 0-1 = Ct+1, 应 用 我 们 过 去 建立 的 定理 有 


СП аон > APA 
Пл k- 0] жы < [ [ПТ a$- Dig 
T, < Тыл(1 < k < n - 2)5T, < T; < < Ti 


等 号 成 立 仅 当 al = az = … = as. 
综合 上 述 ,推广 3 证 毕 . 


э а «ш miks 


na 


AEE HEH 
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其 实 , 当 n 为 奇数 时 有 


Ti <" < Ты! < 1< Ты єз < Та 


当 n 为 偶数 时 有 

Ti s'n < Te < 1< Т <tn Т 
如 果 我 们 证 m = [п - 3+ D°] 
那么 上 面 两 式 可 合并 为 


Ti < < T, 5157,4 =" < T," (2) 


可 见 ,推广 3 虽 难 , 却 趣味 优美 . 
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第 36 届 IMO 中 的 第 2 题 是 俄罗斯 提供 的 一 道 名 题 : 
设 а,Ь,с 为 正 实 数 , 且 满足 abc = 1, 试 证 : 


1 1 1 3 
ab + с) blera) * (a + b) > 2 ө) 
在 本 书 2008 年 第 二 辑 (竞赛 卷 ) 第 13 页 的 《关于 一 道 IMO 名 题 的 推广 》 一 文中 ,笔者 
建立 了 式 (K) 的 一 系 推广 结论 , 借 着 本 篇 的 东风 ,我 们 在 此 再 作 几 点 补充 . 
(1) 彼 文 中 向 大 家 介绍 了 式 (K) 的 四 个 加 权 推 广 ,下 面 我 们 再 补充 它 的 另外 三 个 加 
权 推 广 . 


推广 4 BER a,b,c 满足 obc = 1, ЯА uv (3,3) B A +y +» = 3, 则 


+ v+A A+p 
P = (b + c) (с + a) (а + Б) Е 
3930582370503) (KI) 


等 号 成 立 仅 当 a =b = c = 1B 24 =py=v=1. 
证 明 105 = bc + ca + аЬ, 
х 8 
Хо) = 
那么 在 (0, S) 上 f(x) 是 增 函 数 ,因此 对 任意 x € (0,5) EA 


(z - ЖОЛ) - AE)] > бә(« - 30100) - +] > 05 


1 


(3z - Da) - $] > 0=>(3z - S)/(z) > 2 (z - S)Ə 
fla) - (S - z)/(z) > у» - 5) 
2xf(x) - x > 3, - 152 
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5: Р 
Хо) 2495-4539 


取 x = bc 有 (注意 abc = 1) 


(с)? 


5 1 1 
ab + ca > 4 > 4 (5t - 5)= 


1 
к - Ty 


са а Г СИ 
рр” 40506 -Msp = ЭЗ куру 


ДУ) (бл - AS) = + (225286 - 8504) = 
1079 - 27316) = + 2752 - 3)be > 


ДП (л -3)5е]$ = $ Cabo ETT - 3) 


Р, > ТЇП (5А - 3) 


等 号 成 立 仅 当 a =b = c= 1 = 人 = =l. 
推广 5 Babciu v ЛЕЗИИ, HWE abe = 1 及 jn + 以 + 和 > 29 


А+р+о = 3, 


а: и А 
Р = а%(Ь + с) ble +a) (a +b) > 
4 3502 + À + Ан) — 72] (к) 


等 号 成 立 仅 当 a = b =c = 1R A = u= e= 1. 
证 明 105 = bc + ca + аЬ, 


х 5 
ет T 
由 前 面 的 证 明 有 
P, > T 2252 - 3) Ф 
5A-3=P+9 р = 6 – 5А 
设 ЕВО sem +m D6- = 
r=6-5v 


Sv-3=p+9g 
1136 - 30(y + о) + 25] = 


36 х3—-30>у(и +) + 25У) = 
36 х3 – 60272 + 2527 = 

36 x 3 60 х3 + 25У) = 
2527 -72 > 0= P, > 


15309 + 7) be( 应 用 杨 克 昌 不 等 式 ) > 
-图 - 


УРОНА ЕШ 
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PUZ Ete- еа) = 
11079) Del > 

007) +3Y ар = 

1з е) = 1 /3G527 72) 
P, = Уху > 
VB + ñ + Аи) = 72) 


等 号 成 立 仅 当 a = b = c= 1 及 = = =l. 
(2) 行文 到 此 ,我 们 又 回想 在 本 书 第 二 辑 (竞赛 卷 ) 中 在 第 20 页 为 式 (K) 建立 的 第 一 
个 加 强 式 


a? & сё 3 
T =a} ba + e) + (+ e)(b + a) t lea a)l + b) > 4 Ce) 
我 们 能 从 系数 方面 加 权 推 广 式 ( * ) 吗 ? 先 让 我 们 试探 虚实 ,投石 问 路 : 
从 前 面 的 证 明 过 程 有 
(5bc - S)(5ca - S) = $? - 5(bc + ca)S + 25 · ab? = 
S? — 5(bc + са)5 + 25с 


因此 


3 = 3 2 

№ = Dr Е Dr Dr) ч 

> пе? y > Жаы = 了 5)( oa - 二 5) 一 

16M > 272(5ba - S)(5ca - 5) = 

DALS? – 5(а + ca)S +25а] = 

(272)S2 - 5SS21(Aab + Аса) + 25>)ha = 

352 - 55 > )(и + v)be +252 уда = 

S[3S -5>)(w + о) с] + 25)Аа = 

S[273be - >]5(и + о) с] + 250 да = 

5 > )[3-5(и + v)]be + 25да = 

5203 - 5(3- А)]5с + 25 4а = 

-5>)(12 - 5а) + 259 ìa = 

-+4(51к)})(2 - 5А) + 25272 > 

- AUCT) + )(12-5А)5с]? +25>)да = 
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га 019 - 54) + 25) Аа 


> 125 >ла = 912209 - 5А)ьс]\ 
а. 可 见 欲 建立 式 ( * ) 的 加 权 推 广 得 另行 新 路 . 
(з) 尽管 如 此 ,但 是 我 们 并 不 灰心 失望 ,因为 我 们 还 可 以 补充 式 (K) 的 更 新 奇美 妙 的 
加 权 推 广 : 
推广 6 ” 设 正 实数 a,b,c 满足 abc = 1, 正 系数 ,pv 满足 +Ap+um=3 及 


А-1 0-12-10 
а b e 


则 有 


А и v 
Р, = (b + c) (e + a) elab)” 
ТО + o} -3 (ку) 


至 今 ,我 们 就 为 式 (K) 建立 了 7 个 加 权 推广 ,这 是 我 们 不 辞 艰辛 , 喜 获 丰收 ， 
证 明 ”我 们 先 设 (x,y,z) = (Бс, са,аЬ),5 = х+у+ 2,0] 


S > 3(xyz)3 = 3(а20202)3 = 3 


Rl, Aol, rel „озу - 1)be + (и Оса + (v - Dab > 0 
Ух ь Dr = SS272r-1> S-1 © 


仍然 设 在 (0,S) WWM О fC) = 5 一, 故 有 
51 


(00а) - AD] > оозу) > fla) + (z ЛО) = (5-0) +£ 


= 1% 
в = Уау = У МЕЕ - Бмл) ® 
又 Ум >» 85] -Dao ED 
> -3 — 


и 2м -з А 
аууз ра + 0000-1 


5-1* 8-1 Ч@ 

107» - а 15 

р, = Dx) > y VI -3 
-图 - 
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AEH HO 


即 式 (Ks) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a = b = c = 1K A = z = v = 1. 
(4) 最 后 ,我 们 将 推广 1 从 3 个 正 元 素 推广 到 n 个 正 元 数 中 去 : 


推广 7 ” 设 n 个 正 数 ai ,az,…,an 满足 alaz…ans = 1,358 2 > эта <i=<n, 
3<n € N) НУ, = п,їй 8 = È 1,49 


izi 


PP = 52 ма > Сту [Gn - Da, = n)! (к) 
та 


特别 地 , 当 п = 3 时 式 (Ks) 等 价 于 式 (Ki). 
证 明 RA S = Dar > n Ta) = n DAREA 


К) = 50 = Е Ф 
那么 在 (0, 5) 内 f(x) йай, FEA CS) = 二 上 , 且 有 不 等 式 
= уа) -KE)] 0l- Da) - 17 ИМ Dfa) > = S, 
-5 


(n - 1)sf(z) + (z - S)/(xz) > 


(n - 1) (к) > x + 2 ЗЕ А ® 


现 设 x; = a(l < i<n), 则 5S > n, 有 
(n -1} Daaf) > Ха» йан sD Е Уе -Daxi = n$ = 


Dn - Daa - уш = 5 Dn - А - n]a; > 


лі ñ Са - DA = а) = mi Ол = Das- аа) 


nlT [Gn - Da -mh 
(п-1)?Р({® = (n - DD Аа/(А)] > 
„10а - Da, - alia 


PP э —"— TT n - Da -na 
(n -1)} ix 
等 号 成 立 仅 当 a; = 1,4 = 1(1 < i < n). 


(5) 现在 ,如 果 我 们 设 a,b, c,A, u,v 为 任意 正 数 ,那么 有 
Dph < Хас +1) = ZQ 5,159) = Ds > ЖЕ 
-图 - 
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А 
а) рда. « У) + 
这 是 一 个 简单 的 趣味 小 结论 ， ЖА = p = v, 又 得 其 特例 
Эе ета 


应 用 3 元 对 称 不 等 式 有 
эрер = Оре? 
зурагаа < (>; ey 
эы) ашинябнйпай, “st (H) 能 有 配对 式 
EGEE < BEH) 


+c iga 


шщ?” 


H) 


(Њ) 


© 
Ф 


(њ) 


这 一 问题 确实 提 得 很 有 趣 , 具 我 们 初探 , 欲 使 式 (Hs) 成 立 ,必须 要 一 个 约束 条 件 , 即 


可 有 条 件 地 将 式 (了 ) 演化 为 : 
结论 4 EKM a,b,c 满足 条 件 


bc t са t ab > а t u. 
WAR) 成 立 . 
证 明 ”由 于 
1622206) < аз еше а иеле 


Уп + кее, 


йаз + ёв. >К 


с 


а? 


уув, Sé. ха + 


улер, 
b) b с 
Pr >162% (0 a) a+b 
即 式 (Hs) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a = b = с. 


) 


2 + +0) 
Уа + +2.2). a T а+®) 


КЕЕ Бете. 
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在 许多 数 奥 书刊 上 ,都 可 见 到 如 下 各 题 : 

ЖІ 已 知 > 0,и Є [-/2,/2],0Е: 

(sss 6210 - 9) ъв Ф 

分 析 KER QD 左边 的 结构 酷似 两 点 间 的 距离 公式 

= V (x) x2) + (у - 2 
根 号 内 的 部 分 ， РАН plu, 
М2 - u 2),0(0,9). и 1 所 示 , 那 么 点 Р 
位 于 半圆 zz + у? = 2(y > 0) 上 ,点 Q 位 于 
双 曲 线 ry = 9 在 第 一 象限 内 的 一 支 上 ,而 
I PQ 12 к Ф 的 左边 . 

显 见 , 当 P,Q 分 别 是 直线 y = x 与 半圆 
х? + у? = 2(у > 0) 和 双 曲 线 弧 ху = 9(x > 
0,у > 0) 的 交点 时 , | PQ | 取 最 小 值 ,此 时 
P(1,1),Q(3,3), | PQ |= 24/2, | PQ ? = 
8, 故 原 不 等 式 得 证 . 

本 题 是 一 道 美国 数 奥 名 题 , 许 多 数 奥 书刊 上 均 采 用 上 述 数 形 结合 的 方法 证 明 , 显 得 
非常 直观 简洁 , 令 人 惊叹. 

KAR ҮЗЕ ШАРШЕНИ н ,我们 不 仅 会 好 奇 地 问 :“ 题 1 还 有 其 他 的 证 法 吗 ?" 在 数学 
世界 里 ,没有 一 枝 独 秀 ,而 是 百花 开放 ,百家争鸣 . 

其 实 ,从 已 知 条 件 uw Є [- 2,V2] ,使 我 们 联想 到 | u | < Y2, 从 而 进一步 联想 到 可 设 
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и = (2соз 6, 于 是 2 - и? = 2sin20 ,这 样 顿 使 我 们 眼前 “ 云 开 雾 散 ,晴空 万 里 ”仿佛 * 柳 暗 
花 明 又 一 村 ”. 
新 证 ” 记 原 不 等 式 左边 为 5, 且 设 
V2-w = {21 зіп 61 
и = (208 б 2 К 81 | 


02 + 5 > 18 
v 


S= (u- oy + (/2- 2 - 9 = 

(Боо 8 ~ v)? + (3 I sin 0 1- 2 = 

2 + 102 – 2/2(ucos 0+91sing1/o)( 应 用 柯 西 不 等 式 ) > 
24 P- 2⁄3, (0? + ®) (сой + sino) = 

2+2 -2/21 = (-У2)%= 


2 
(0.9 6) > сэ аз >з 
”以 上 两 种 证 法 相对 比 ,前 者 显得 直观 简捷 ,而 后 者 则 新 奇 自然 . 
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题 2(1978 年 北京 市 赛 题 ) А, В 为 直角 Z x0y 边 上 的 两 个 动 点 , 且 PA + PB = 
1 是 定 长 , 求 四 边 形 PAOB 的 面积 (以 下 设 为 S) 的 最 大 值 . 

本 题 是 当年 我 国 的 一 道 优秀 赛 题 ,当时 笔者 刚 上 初中 ,对 它 一 无 所 知 .其 实 ,此 题 既 
“古老 "( 距 今 已 30 年 ), 又 “年 轻 "( 至 今 仍 具 魅 力 ), 颇 富 趣味 性 .我 们 绕 开本 题 的 参考 解 
法 ,从 新 的 角度 去 解答 它 . 

新 解 ”如 图 2, 设 40,B0,P4,PB 的 长 依次 у 
Жу, х,п,т,т+п = 1. 

再 设 ~4PB = 0 € (0,7), 0 n 
S = 8ддов + Ѕдарв = 4 + 二 mnsin 0 < 


ә +?) + T masin 0 = 


Тав? + 1 masin = 
ok 23 1 i 
з\т +n — 2mncos 0) + > mnsin 0 = 


100 + n)? – 2тп(1 + cos 0)] + T masin 0 = 
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БЕ: Ер # ARE 


TP + ту) Ф 


其 中 
/00) = sin 6 – cos 0 – 1 Ө) 


观察 式 回 知 , 当 0 < 0 < 2%. (0) <0,S < +Ë 
x al 

30 = F 81,700) = 0,5 = 12: 

340 = x 时 ,f(0) = 0,5 = 10; 

x5 < 0 < хў, f(0) > 0. 


02-1 


г а 


2 
АӨ) = Vicos(0 - Зк) - 18 2 -1S I+ 
É 全 (二 二 Ë 32-1. 02 +1 

а 0 го ЛЕД ОЛДЫ а 


р 8 2 


8 = 2+ 1р 

综合 上 述 ,5 的 最 大 值 为 上 2 二 1P, 当 40 = BO, PA = PB, ZP = 0 = З айк. 

回首 反 顾 ,可 见 上 述 证 法 自然 流 由 ,给 人 耳 日 一 新 的 感觉 ,本题 还 有 一 个 最 简洁 的 解 
ш. 

BM H xOy 为 直角 坐标 ,依次 作出 4PB 在 另外 三 个 象限 的 对 称 折线 ,就 构成 个 
周 长 为 41 的 作 边 形 ,由 于 41 的 定 值 ,根据 等 周 定理 ,此 八 边 形 的 面积 在 当 它 是 正八 边 形 
时 达到 , 即 为 


Bot = 2418 
故 四 边 形 РАОВ 的 最 大 值 为 
ери) аре 


此 时 РА = РВ = 5l. 


1 

2 
3 

= 4% 

从 此 解法 可 知 ,本 题 的 命题 背景 是 几何 学 中 著名 的 等 周 定理 的 应 用 . 
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题 3(1978,CMO) 证 明 : 过 三 角形 重心 的 直线 所 分 三 角形 两 部 分 的 面积 之 差 的 绝对 
值 ,不 大 于 三 角形 面积 的 十 . 
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我 们 首先 指出 : 
(1) 本 题 是 一 道 简单 而 不 平凡 的 几何 趣 题 ,对 于 爱好 几何 的 人 们 颇具 吸引 力 和 诱惑 
力 . 
(2) 当 把 本 题 推广 到 四 面体 三 维 空间 时 有 结论 :过 四 面体 重心 的 平面 ,所 分 四 面体 
的 两 部 分 体积 之 差 的 绝对 值 , 不 大 于 四 面体 的 
тү”. 3 
1-44) - 5 
仅 此 结论 的 证 明 ,就 达到 了 目前 IMO 的 难度 ,颇具 挑战 性 . 
(3) 其 实 , 许 多 结果 都 事 出 有 因 , 具 有 背景 .如 果 将 本 题 从 二 维 平面 空间 推广 到 s ЯЕ 
凸 体 空间 , 便 是 当年 华罗庚 的 名 著 《 优 选 学 》 中 所 证 明了 的 大 定理 : 
定理 (华罗庚 ) 过 3S 维 凸 体 的 重心 C, 作 平面 所 分 的 两 部 分 体积 之 差 的 绝对 值 ， 


不 大 于 1 - 2( 了 2) . 


此 结果 可 表示 为 不 等 式 
8 5 
1411-2055) (ж) 

显然 , 当 取 S = 2 时 , 1 AVs 1=1AS I< $ MI S = 3 时 , 1 AVs1<1 (2) = š. 

HK, S = 1 时 ,表明 过 其 线段 中 点 的 直线 把 线段 分 为 相等 的 两 部 分 ,自然 有 

1 
1-2(4)=0 

大 定理 仍然 成 立 . 

如 果 我 们 证 


s s 
KS) = (527) 2 l-z i) 
可 见 /( S) 是 增 函 数 , 且 
mA) = Ша(1- уч) =! 
可 见 , 本 题 的 背景 有 多 大 . 

本 题 原 来 的 参考 证 明 , 虽然 美 如 一 篇 抒 
情 散 文 , 却 不 够 直观 形象 ,为 此 ,我 们 不 妨 把 
它 改写 为 : 

证 法 1 如 图 3, 我 们 只 须 证 明 EF 不 平 
行 于 公 ABC 的 三 边 和 不 过 三 顶点 的 情形 即 
可 .注意 到 G 为 A ABC 的 重心 ,我 们 作 MN 
/BC,NK // 4B, 于 是 有 
MN // ВСМС = NG 
МК // АВ=ЕС = КС 
现在 设 


|a sore AKGN 


БЕДЕ БЕ: 
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Sagcy = Sakon = S, $диукғ = х 


Saser = SAAMN - SAECY + Saren = 


$A- S+ (3+ z) = $A + x( 其 中 人 表示 AABC WERD» 


ПЕКИ EE ie 
4 ЭВ 
га -2(54 + а) 1-14-21 
由 于 0 < z< AC EF 过 点 4 时 x = 14), 


04-2514 


综 上 所 述 ,命题 成 立 . 
证 法 2 设 EF 为 过 入 4BC 的 重心 G 的 直线 ,显然 , 当 EF 过 点 B 时 ,两 部 的 面积 均 

为 A ABC 面积 的 A 的 一 半 , 其 差 为 0; 当 EF 平行 于 其 边 时 ,如 EF // BC 时 ,由 于 
Балк _ (2) 4 


Saam = = уэ | Secre - Saser | = 


14 - 2824 1= (1-2x)A = A 
结论 成 立 . 
当 EF 既 不 平行 于 入 4BC 的 三 边 ,也 不 
过 公 4BC 的 三 顶点 时 , 如 图 4 所 示 , W 
ZA ABC 的 面积 仍 为 A, 公 AEF 的 面积 为 Ax, 
则 


A 
1 AS | = | Secre - Ѕдавғ | = | А – 2Ax 1 Е 
Ф 
В р 


УХ 5дакс = Ду, Saare = Д, ШД + А; = 
Arx ,注意 到 G 为 A ABC 的 重心 ,有 


AG _ 2 
Ар ` 3 
Ax _ АЕ, АЕ 
А САВА @ 
A _2А _ АЕ AG_2 AE Ау _ 1 AE 
Sampo А ` АВ АР ` 3 `AB” А “ 3 `AB 
A _1,AF_ A Ax 1/4E АЕ 
同 理 Saam = 3 асад + 2 = 6 (АЕ) 
2 [АЕ АЕ _ 2 [Ах 
3WAB AC = ЗҮ А” 
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145$ 1=1Д -24в»1&1А-2х A 1= ТА 
综合 上 述 ,命题 得 证 . 


证 法 3 如 图 5, 设 MM 为 BC 边 中 点 , 作 BD // РО, МЕ // 4C 交 BD 于 E, 交 PQ 于 F， 
于 是 


de ac) 2 
ЕМ = ТА 
AQ // MF |” 2^0 
v0 er) QD = EF 
DE // Е0Ї ЕМ = 2 cp |> Š 
B: 
йыш. г, € 
图 5 
BP AQ - С 
DQ = 40 - Со #5 = 40 = 40200, 
ВР CQ AB-AP AC-AQ AB АС 
АР tag = 19 АР + AQ “=P t4Q = 3 
Ѕалс _ АВ. AC AB + Ac) 9 
Saag AP + 个 < 二 (名 + 40) * 4 
Saim > $ Sama 
| Saroc - Saam | = | Saase - 2SA4 |< 
1 Sanc -2x $Saa 1= 二 Sam 
又 易 证 Serge — Saarg > 0 
故 0 < Sarge - Saa < F Sanne 


放眼 展望 ,以 上 3 种 证 法 ,各 有 特色 ,各 
有 千秋 . 如 果 我 们 坐标 选择 得 好 , 还 可 用 解 
析 法 证 明 . 


证 法 4 如 图 6, 建立 直角 坐标 系 ,其 中 
重心 6 为 原点 , ВС // Ox 轴 , 设 坐标 B(- p, 
-9),C(r，- 4),А(р – r,2q)(p,q,r > 
0). 


Sasse = alp + r) © 图 6 
AB, AC 的 直线 方程 分 别 为 


Бер БЕ Ег 
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La:y+q= >= 元 全 (+P) @ 
Pac:y+9 = (x _ r) © 
再 EF 的 方程 为 
Ler:y = kx,k = 0 © 
然后 求 出 交点 已 ,下 的 坐标 ,再 求 出 点 A 到 EF 的 距离 i 
lk(p-r)-2q4| 
h, = 
м1+ 2 Ф 
只 须 证 明 
Samer = Th, IEF > 2 f faar) 
即 可 (以 下 化 简 过 程 略 ) . 
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众所周知 ,闻名 数学 界 的 欧 拉 不 等 式 即 为 : 
设 A ABC 的 外 接 圆 半径 为 R, 内 切 圆 半径 为 +, 则 有 不 等 式 
R>2r (A) 
欧 拉 不 等 式 简洁 美妙 ,简单 而 不 平凡 ,容易 被 人 理解 和 记 住 .今天 ,我 们 对 它 进行 加 
强 性 推广 . 
题 4 设 人 4BC 的 三 边 长 为 4,b,c, 外 接 圆 半径 为 及, 内 切 贺 半 径 为 r;x,y,z 为 任意 
正 数 , 则 有 


R > K[ 52 o plet а) aas ә] (в) 
其 中 
PEE E EEN 
K = Fpa P: Ф 
特别 地 , 当 x = у = z 时 ,K = RC) 化 为 欧 拉 不 等 式 的 加 强 
R [Pte еза + atb) (с) 
证 明 ”由 此 式 有 
£ йыш 4а в С -5 204 + с) - У) х (віп В хайп с) _ 
B- С š, „© 
> zcos( 2 Т У а. Ð rsin Bsin £ _48, о 


sin $ sin 2 Tsin 2 i 


其 中 
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t= = У) а= 2 sin С @ 


> 


а = Vant Уа ва (ад). @ 


x= gr>0 [p = Уух 
| mos 


z=m>0 [, = Va 


在 熟知 的 三 角 母 不 等 式 


Урон < 1) = @ 
中 作 置换 ‹а,в,с)—(®-4,®-Ё,® _ С), 
«(Ун (У). 


ау 


5 = т k= Ë > KS 
ШШ (В) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 A ABC 为 正三 角形 , 且 x = у = z, 其 实 , 从 代数 角度 上 讲 ， 
由 于 
з= Dto (2) Ee 
因此 , 式 (B) Хаис ҢЕЛ ЕИ” 形 的 双向 不 等 式 
> KS > 2K(V yz + V zx + V ху) (C) 


Ж ”关于 欧 拉 不 等 式 , 曾 是 数学 界 人 们 研究 的 热门 课题 ,并 有 如 下 重要 成 果 : 
(1)Steiner RE B OABC 三 边 a,5b,c 上 的 高 为 h。,hs,h。, 所 对 的 旁 切 圆 半径 为 


ГИЛ 
Ук Га + = PE +E) -]}» (2) 


证 明 ”由 公式 


(D) 


уа _2К 

баа, 

г 28 

及 Па = 2 
得 (х = 5 E 25 > A | > 


2R z): 1 
-1+6{2) к) ы )'- 1] 
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заррае 


(8)? = t > 1, 现 证 


(42 + 6: - 12 > Зоб? + 6t - 1 > 902 
4P +6: -1 9 е(1-1) (4-1) > 0 
即 式 (D) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 A ABC 为 正三 角形 . 
(2) 如 果 我 们 再 设 п Є N, 应 用 上 述 技巧 ,我 们 不 难 将 式 (D) 再 推广 为 


y JE. 128 e-o) - J 
如 果 设 A,u,v > 0, 那 么 式 (D) 还 有 “漂亮 朋友 ” 
>. 总 > Эу Vw 
Жа > к(а) 
其 中 к= 27У) - > = 
再 记 7= > JE <f J < (2-1) 
这 样 ,我 们 又 可 将 式 (D) 完善 成 
VE re dR) -1 


其 实 式 (D) 还 可 以 再 加 强 成 


显然 


СЕБЕТТЕ 


据 探索 , 式 (D) 又 可 以 再 加 强 为 
э а > |5 Г 
Д т = (3 +Y3)/12, 进 一 步 地 ,还 有 


u[ /#)> УА) w + va + Vu 
多 么 可 爱 的 不 等 式 呀 ! 


(Е) 


(F) 


(G) 


(H) 


a) 


o) 


(K) 


(3) 在 20 世 纪 , 人 们 通过 不 懈 的 努力 ,将 欧 拉 不 等 式 推广 到 了 引人入胜 的 迷人 仙 景 : 
推广 1 设 双 圆 n AÉ A Are An 的 外 接 圆 半径 为 ,内 切 圆 半径 为 ,0 为 外 心 , G 


为 重心 , 则 


= = 
R2 > г?зес? 9 ос? 


(L) 
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等 号 成 立 仅 当 4142…4 HE n 边 形 . 
推广 2 Е п 棱锥 的 外 接 球 半 径 为 R, 内 切 球 半径 为 +, 则 有 


R > (1 + ес 2) (м) 
如 此 美 艳 的 “绝代 双 娇 ”, 谁 不 为 之 倾倒 动心 ! 


5 


在 朱 华 伟 、 钱 展望 老师 著 的 《高 中 数 奥 题 集 》 中 ,有 一 道 优秀 的 代数 不 等 式 : 
题 5 设 n 个 正 数 x1,x2,…,x, 之 积 为 1, 求证 : 
1 1 1 
т Е <! Ф 


= Lim nelra tolra" 
该 书 上 提供 的 参考 证 法 既 美妙 又 高 雅 ,超过 了 IMO 的 难度 .那么 ,我 们 能 寻觅 到 更 简 
便 的 证 法 吗 ? 
易 验 证 , 当 ” = 1,2,3,4 时 , 式 四 成 立 ,但 欲 用 数学 归纳 法 证 明 式 Q , 却 难以 奏效 ,用 
调整 法 同样 难 施展 ,使 我 们 感到 * 山 重水 复 疑 无 路 ”. 
其 实 ,从 结构 上 讲 , 式 O 有 漂亮 的 配对 式 


© 


1 k 1 РА aal 
1+ (л- 0а 1+ (п) t tirma- Dx > 1 


жоно НИ, да Аараф 


ч 1 ` 1 
Усен кесүүнү СЫ aP ула pn ® 


R @ 坚固 得 似 “ 铀 墙 铁 壁 ”, 只 要 攻破 其 一 ,自然 会 “全线 月 溃 ”, 为 此 ,我 们 先 用 反 证 
法 证 明 式 @ ,那么 式 O 和 式 O 就 迎刃而解 ， 


证 明 设 
сї > ak. ‚ 
人 
由 已 知 有 
TT SIT IL @ 
гт та та 
假设 式 @ 不 成 立 , 那 么 必 有 
a+ a+’ + a < l> @ 


1-а;> (а + a+ + a,)- а = 


Gi +" + ал + ац + + a, (Е ao = 1, = ааута,) > 


Е 
Ы =I 
(n - багтаа) = (n - D[ Z) э 


Га-д»@-"1Г(2) 


= 
a-i 
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КЕЧЕЕ suis кз 


РЕ с e . . (5-5) 
(w= (Ha = (n = 1)" + t\n-i a-i) ш 
а-о) > (n= D% = (a= D Па 


但 这 一 结果 与 式 @ 矛盾 , 因此 假设 不 成 立 ， 从 而 表明 式 @ 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 x = 
x2 = "` =x = 1. 由 于 


miatea = д = ТОБИ ©) 
Туз 


= 
Tn-l+t% 


> l> 


Dh- h) > 
"-(«-1)$) 


> 1 
кү” 


To E 
б п-1+а ` 


这 正好 是 式 @ ,等 号 成 立 仅 当 xi = za = … = x, = 1, 从 而 式 @ 也 成 立 . 

以 上 证 明成 功 的 经 验 是 : 先 用 反 证 法 证 明 式 @ 的 配对 式 @ ,然后 利用 式 @ 成 功 地 
证 明了 式 人 ,从 而 达到 了 证 明 式 @) 的 目的 ,起 到 “一 举 两 得 ,一箭双雕 " 的 效果 ,仿佛 使 我 
们 看 到 “柳暗花明 又 一 村 ”. 

顺便 指出 ,如 果 我 们 利用 式 @ ,不 难 将 它 推广 为 : 

推广 3 设 2 < nEN,xi > 0(i = 1,2,…,n), 且 满足 江 芍 …xh = 1, 其 中 K, € 


Ма < i<n), 记 S = 了 Ki, 则 有 


ino 7 
Уту m>! >s © 


记得 20 世纪 80 年 代 , 有 位 老师 在 《湖南 数学 通讯 》 上 证 明了 : 

题 6(Hetomg RER) Pdi, dz, dy 分别 为 人 414243 内 任意 一 点 已 到 边 4243， 
4341,4142 的 距离 , 4243 = a1,4341 = az,4142 = a3, 则 有 不 等 式 
+: 士 =26( 二 + 土 + 二 ) о 


аз аз 


1.1 
d * d, 
ШЕН (а) 要 应 用 如 下 : 
引 理 1 AAAA 的 三 边 长 为 al, az, a3, MBN A0 < 0 < 1, af, a3, а Ж 
边 可 作 面 积 为 A(9)(A(1) = A) 的 三 角形 , 且 有 
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a0) > (Ял) ® 


显然 , 当 0 = 0 时 ,A(0) = BET =18f,A(1) = A 
340 < 9 < 1 时 , 式 (b) 等 号 成 立 , 仅 当 AAAA, 为 正三 角形 . 
特别 地 , 当 9 = 二 时 , 式 (b) 化 为 


aliia 0) as 


2>)%е- Уа >=4V34e а? SA XG - с)? 


(c) 
这 正好 是 “ 费 - 哈 ” 不 等 式 . 
先 请 欣赏 那 位 老师 对 式 (a) 的 漂亮 证 明 . 
(1) 我 们 先 证 Бер 
(5) а) аааз > 4 У) Заде ° 
(X а) aiaa) > (X haD а) [ (а; + as - a)e> 
Уа > (Ð E) T Ca + as- a) @ 
1 
x=a +a -ay>0 үа = (у + 2)/2 
5 у = a; + aj - аз > 0=4as = (z + x)/2 
z=a +a -a>0 \ау=(х+у)/2 
RARO 
` л 2 
раа o 


但 


MR @ 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 x = у = z=a = а; = as. 
(2) 根据 面积 公式 和 柯 西 不 等 式 有 


(++) = (DaDa) (а) 1 > xelo 
由 式 Ф Ап, KEAR O, WE 


Dal „зуу Lo @ 
(У Za) П Za > 2003) / 22 aa, VA @ 


又 在 式 O 中 应 用 引 理 有 
-@- 
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BE: 


(X Va) aana > 4 Уаа4(3) > 
4/ У азаз 3 ү®) = 203) / У aaz: VA 


这 表明 式 @ RY, AMER @ 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 AAAA 为 正三 角形 . 

注 (1) 上 述 证 法 颇 显 妙 不 可 言 ,美不胜收 .就 难度 和 妙 度 而 言 , Hetomg 不 等 式 可 与 
MO 试题 况 美 . 

(2) 由 平均 值 不 等 式 易 得 


28У 1 = Yasa > 555 L » 2433) 1 > $ (4) 
因此 式 (d) 是 式 (a) 的 完善 ,而 式 (a) 又 是 
У» 6 (©) 


的 加 强 , 唯 这 一 加 强 多 么 来 之 不 易 . 
(3) 笔者 发 现 , 式 (a) 可 从 指数 方面 推广 为 : 
推广 4 设 di,d2,d; 分 别 为 全 414243 内 任意 一 点 到 三 边 4243,4341,4142 的 距 
离 , 设 42h43 = ai,434 = аз, АА = as,0 € [0,1], 求 证 : 
ау + dz + 05 > (24/3) (а? + az? + a3’) (0 
显然 , 当 6 = 0 时 , 式 (f) 化 为 等 式 3 = 3, 成 立 ; 当 6 = 1 时 , 式 (f) 化 为 式 (a) ,成 立 ; 
因此 ,我 们 只 须 证 明 当 0 < 9 < 1 时 , 式 (f) 成 立即 可 . 
证 明 ” 当 0 < 9 < 1 时 ,由 式 @ 有 
(У Ма) ama > 2009) Y аваз + VA 
应 用 前 面 的 引 理 有 
(>) ай) aima) > 203) .V X Caa) V50) > 


Җа] Уа)" 


(a вау a ° 


УЗ] lama) 


х 
2А = У) ай = аай, + алй, + азі 
注意 到 0 < 0 < 1 应 用 宕 平均 不 等 式 有 


в1!/% 
245 [之 (ae ] = 
日 
3(24) > Cadi)? + Carda)? + (aa 必 )?( 应 用 柯 西 不 等 式 ) 一 
-图 - 
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(ФА) а У аа)" Уге > (Уа) Ф) > 


(5а) аа > (2/3). > of 
即 式 (f) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 АХА, 4243 为 正三 角形 . 


7 
题 7( 第 38 届 IMO 预选 题 ) 设 ABCDEF 4 
是 凸 六 边 形 ， 且 4B = ВС, Ср = DE, В. 
EF = ЕА „ЙЕН: 
ВС DE FA 3 , 
BE+DA+FC>2 (№ с j 
这 是 一 道 简洁 优美 的 趣味 几何 题 ,如 果 
巧妙 地 应 用 托 勒 密 定理 ,证 明 不 难 .为 了 将 
它 打扮 得 “如 花 似 玉 , 貌 车 天 仙 ” ,我们 建立 б Е 
它 的 两 个 加 权 推 广 ， 图 7 
(вв) + [D (к) > Уш m Ro TQ tusa) (0) 
Сико) Be ++) ДЕ (аки) Ё > УЗ(ш а +u) (Р) 


(其 中 ,uv 为 任意 正 数 ) ,显然 , 当 A = и = vEt, (0), (Р) 两 式 化 为 式 (N). 
式 (0) 的 证 明 : 记 АС = а,СЕ = b,AE = c, 在 四 边 形 ACEF 中 运用 托 勒 密 定理 有 


АС. EF + CE АЕ > АЕ + СЕ РА > күне ( 因 ЕЕ = AF) 


同 理 可 证 DA Ёс+а' ВЕ?” Ь+с 
现在 我 们 设 
b+c=2x>0 
2y > 0 а= 5- 2х 
с+а = 2у 
b = s-2yƏT, = 
a+b=2z>0 "94 
с = 5 - 22 
s=x+y+z 
BC DE FA Аа ub ve 
alae) + Вк) + [Fe] = 22. + Жежаћа+ъ 


aO EG- + 08-20) = (А 58. 0) зижи) = 


вуж (Аша) A + u + 可 (应 用 柯 西 不 等 式 ) > 
ТЕЗ +в + ТО + и + т э Ул жуй + а шко) 
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КЕДЕ ЕЕЕ 


即 式 (0) 得 证 . 
证 明 式 (P) 要 用 到 如 下 : 
引 理 2 ”对 于 任意 正 数 ol, az, as $ bi, bz, ba, ARER 
[Car + as)bi + (аз + aj)b>+ (а + а)] > 


4(азаз + азау + ауа›)(Ь›Ьу + ЬЬ + bib>) 


等 号 成 立 仅 当 n... 


b b з 
式 (P) 的 证 明 :我 们 令 
BC DE DE А ү FA , BC 
= ВЕ у ЕС * FC ` BE > 
< __ be ca 
(б +с)(с+а) * (с+а)(а+Ъ) t(a+b)(b+ c) ° 
(ab)? (be)? (ва)? _ 
(ab + ca)(bc + ab) * (ъс + ab)(ca + bc) * (са + bc)(ab + ca) 


记 


S = (ab + ca)(bc + ab) + (be + ab)(ca + be) + (са + bc)(ab + са) < 


(应 用 三 元 对 称 不 等 式 ) 
(ш + са) + (be + ab) + (са + be)]2 = 40 + са + аЬ)? 
于 是 


{Ок + ca + ab)2M > SM > У) (ab + ca)(be + ab) + 


(aby 
тата сыни 


(bc + са + аум > 3 + 
应 用 引 理 有 


忆 = (иж о) ВС (0А) Q E 
2V(z + À + àu)M > 24 Зс + w + Аш) = 
V3(u + À + Àu) 
即 式 (P) 成 立 . 


® 


易 推 得 (0),(P) 两 式 等 号 成 立 仅 当 X = u = v, 且 a = b = c, 即 ABCDEF 为 正六 边 形 . 


8 


从 上 例 可 见 ,如 将 几何 与 代数 巧妙 结合 ,就 可 以 将 一 些 优美 的 几何 不 等 式 打扮 得 更 


漂亮 .我 们 接着 再 举 一 例 : 
-©- 
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题 8 i P€ AABC,AP D BC = D, 
ВР П СА = E,CP f АВ = F,a,B,y € 


(0.2) EWER a + 8 + Y = 3, 求 证 : 


AP BP СР 27 
(#5) © (БЕ). (ДЕ) = (9) 
其 中 
= Ур? Ф 
(р,9,7) = (4 - 3a,4 - 38,4 - Зу) © 图 8 
我 们 先 证 明 式 (Q) ,然后 再 作 简 要 的 评 
注 . 


证 明 记 x = AP/PD,y = ВР/РЕ, : = СР/РЕ, АРВ, / ВРС, A CPA 的 面积 分 
别 记 为 51,5,, 5;, 注 意 到 人 4PB 有 2 BPD 等 高 , 则 


„AP $S _ S; Sı + 53 Sı + S; _ 51+ 53 
PD © двер © Sacro ` Sam + Sac © 5 7 S, 
күш! S> + S. 51+ S. 
同 理 可 得 z= =, y= жесе 


再 证 $ = Si+ S, + 53, 有 
08-8008 - 5)(8-5) _ S- Y Si + SY SS- $15253 _ 
815253 515,53 = 
SX S:S; 
815253 
(82 + 83 ) _ 
>[ Ri +1j-1= 
DSS) 2z rty 
xyz=x+y+z+2 ° 
EAP] p,q, y > 0, 且 


Р+д+у+1 = (4- 3а) +(4-38) +(4-3у)+1=12-3(а+#+у)+1=4 
应 用 加 权 不 等 式 ,有 


хуг=х+у+т+2= (2) +42) + (5) +2 
(E (A (y at i) (а) 


ай Ары 07 s. (2): (002) > (2) 
sa 
m 


1 
-1 = (S++ 500+ 5+3) -1= 
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БЕ р БЕТЕ: 


这 正好 是 式 (Q) ,等 号 成 立 仅 当 


Z Y Zo 

P q y 

p+q+y=3 
H x + y + z +2 = xyz 


Ж (1) 本 古 的 已 知 条 件 简单 ,而 要 求证 明 的 结论 式 (Q) 却 不 平凡 ,但 当 我 们 在 推出 
TR O 后 ,巧妙 地 应 用 加 权 不 等 式 ,成 功 地 推导 出 了 式 (Q) ,达到 了 我 们 要 证 明 的 目的 。 
(2) 如 果 我 们 设 = Z xyz З O 
xyz = x+y+z+2 > З ху: +2ƏS0 > 31 + 25 
P- t-2(t +1) >0Ə>(t+1)( - t - 2) > 0 


(¿+ 1)2(: - 2) > 0st > 20 = xyz > 8 @ 
这 便 是 当 a = 8 = y = 1 时 , 式 (Q) 的 特例 . 
应 用 平均 值 不 等 式 易 得 
x+y+zE6 @ 


进一步 地 , 易 推出 


Ë Y £ бу S2 S, ае 
ху” 5+ S, t Sy + S t S, + S, ЛИНЧА) > 


108 + Sy + S.) У) === = 
ESD 5 二 (应 用 柯 西 不 等 式 ) > 
1 xa} кт ++ >$ ® 
HRL EOE O ш „їз O SR O BERDE IUAIR, RAAE 
出 .这 就 是 我 们 过 去 热 知 的 传统 结论 、 
(3) 仿照 上 一 节 中 的 方法 技巧 ,对 于 正 数 4,u,5, 立 刻 可 建立 @,@,@ 三 个 式 子 的 
加 权 推广 


Ды rž > Vw- тэ @ 
ste sl iu. ЗУ Ф 
ира ® 

此 外 ,应 用 式 (Q) 和 加 权 不 等 式 有 
ax + By + 9 С @ 


可 见 , 式 O 和 式 ©) 均 有 两 个 加 权 推 广 ,简直 是 “好 事 成 双 ”. 
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让 我 们 静 下 心 来 , 先 任意 画 一 个 
公 ABC ,假设 D,E,F 三 点 
СА,АВ E, 且 不 与 三 顶点 重合 , 然后 设 
人 ABC, 人 AEF, 人 BDF,A 人 CDE, 人 DEF 的 
面积 分 别 为 5,51, S2, 5з, 5, , WA 
S = Si + Š> + Š; + S, > 4515535, 
4 
S, < Кл Ф 
感官 告诉 我 们 ,虽然 式 O 来 得 轻松 ,但 却 很 
美 ,既然 它 很 美 ,就 不 会 “孤单 寂寞 " ,应当 有 个 漂亮 的 “伴侣 ”, 那 么 , 谁 又 和 它 “ 天 生 一 对 ， 
地 配 一 双 ” 呢 ?为 此 ,李世杰 先生 为 它 寻 找到 了 


图 9 


s >24 25 ® 
它 俩 “ 合 二 为 一 ”, 即 为 
(8/4) ‚ [85:5 
5155) > 5: > 2 5 ® 


很 中 做 ,由 于 笔者 漂泊 在 外 ,手中 资料 奇 缺 ,至今 未 欣赏 到 李 先 生 的 证 明 ,只 好 提供 
下 述 证 法 ,如 有 雷同 , 敬 请 见谅 . 
证 明 а, 8,7 > 0, 且 
Вр : ВС = 2:1,СЕ : ЕА = В:1,АЕ : ЕВ = У: ls 
S АЕ АЕ 7 .1 


5 ТАВ Аб 1+7 1+8 
4 S а 1 
同 理 5 1+a 1+7 
5з В 1 SSS, t 
5 ^1+8` lta? S “mn 


[515253 _ 241-5 
2. a = @ 


HEP t = аву, т = (1+ а)(1 + 0)(1+ у), X. 
5, S $ S)_ а В 7a Жии 
у =!-(ж+а ы) а аттуу + Пат + + УП ТЮ!" 


1+: 24/1 2л. _ [515,53 
m > д S. > 522° 5 


即 式 @ 成 立 ,从 而 式 @ 成 立 .等 号 成 立 仅 当 + = 1, 即 AD, ВЕ, CF 三线 共 点 于 全 ABC A, 
-图 - 


AE Бекс 
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反之 ,如 果 AD, ВЕ, CF 三 线 共 点 于 全 4BC 内 ,由 塞 瓦 定理 知 ,上 = ару = 1, 式 @ 成 为 等 
R, FE т > |] (2Va) = 8 /aBy = 8, 有 


д раф ° 
这 是 一 个 传统 的 好 结论 ,同时 还 有 
518,5, < S = ($7 © 


可 见 ,我 们 的 身边 并 非 缺少 美 , 而 是 缺少 对 美的 发 现 . 人 因为 可 爱 而 美 ,数学 因为 美 
而 可 爱 ! 
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谈 一 道 叶 中 豪 提出 的 几何 题 的 证 法 
唐 传 发 0 


叶 中 豪 先 生 曾 提出 如 下 一 道 优美 的 几何 题 : 已 知 ,E,F 是 ААВС 内 两 点 ,满足 
Z EAB = Z FAC fE Z ЕВР = ZABE,ZECD = 人 FC4, 两 线 相交 于 D;M,N 分 别 为 
BC,AD WPA, H, H, Е A EAB, A FAC ЗЕ, КИЕ: H, H | MN. 叶 先生 给 出 了 
一 个 精彩 的 证 明 .本 文 再 给 出 另 一 个 本 质 不 同 的 证 法 . 为 使 读者 能 一 目 了 然 地 看 清 笔者 
的 解 题 思路 .我 把 证 明 过 程 分 成 几 个 引 理 加 以 叙述 . 

引 理 1 ШІ, СЕ, ЕЈ ААВС 内 两 点 ， 
ВАЕ = Z CAF, H, , H, АЕ A АВЕ, АСЕ 的 
Fù, M, Q 分 别 是 BC, EF 的 中 点 ,求证 :WHO 上 
H, Hh. 

证 明 ”延长 BE, CF 交 于 2, 联 结 EC, 取 EC 
中 点 ,联结 МК, QK ,联结 AH, AH. 9 

AH, = BEcot / BAE, AH, = CFeot Z FAC 

ВАЕ = Z РАС 

АН, _ ВЕ 
АН, СЕ’ 
тањ = 一 BZC, 又 因为 OK ДУ FC, MK L 


т ВЕ ЯО = ВЕ = SH LMK = LBSC, 
ВТ Z H AH, = Z MKQ $k A МКО < AAH, Hz, 
又 因为 AH, L BE, 所 以 AH, | MK, 同 理 AH, 上 
ОК, H, H, | MQ. 

3182 ШЇ@2,& ЯШИ ABDC, M, N3 
为 BC,4D 中 点 . 存在 一 点 Q, 使 得 Sage + 


Sage = F Sume RE: QEMN L. 


所 以 由 АН, 1 ВЕ,АН, | CF, 所 以 


Ф 安徽 省 检 阳 县 汤 沟 中 学 ,邮编 :246716. 
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r š š 1 1 
证 明 Saehow = Sas08 + $лвом - Saam = Saag + 2 Sange — 了 SehBc = 


Зале + T (SAmp + Saco - Sano) - F Same = 


Le 1 1 
Saage + > Sanon + > Sacop — y Saroc 


1 1 
Sason = 2 Saa = 2 CSa + Sagen — Здаср) 


所 以 


1 1 
$ллом + Sasov = DF Sang + 2 Sarge + Saage + Sagen — 2 Заврс — 


1 


1 


1 
2 
а= $ 

4 ABDC 一 2 AACD 


又 因为 


1 1 1 
х 2 Sanpc + 了 Заврс — > Ѕавос — 了 SA4CD = 


1 1 
Saun = Sawm = 3 (бали + Sawo - Saro) = F Sanm + 7 Sano = бала) = 


Tsm - Tsao 

313 ”如 图 3, 已 知 四 边 形 4BDC E, F HFE 
内 部 两 点 ,和 EA4B = 人 FAC, 人 EBA = ZFBD, 
LFCA = LECD. 求 证 :人 EDB = Z FDC,, B. EJ, ° 
FK, = ЕЈ, * FK, = Ej,» FK, = EJ. • FK4. 

证 明 ”过 点 E ШУК ЕЕЕ, EE 
分 别 为 用 ,J2,J3,J4, 过 点 下 分 别 向 四 边 形 各 边 引 
PRB, 垂 足 分 别 为 Ki, Kz, Кз, Ка, 联结 ЉЉ, 


KaKs. 
ЯРИ ДАКЕ AANE, PRVA 
АК, _ AF _ ЕК 
АЈ, AE ЕҢ 

АҺ _ АЕ _ Eh 

ДАЛЕ ДАКЕ, АК, = AF = Fk 


Mii, AK, + АЈ = AK4 > АЈ, Н EJ, * FK; = ЕЈ, • FK4. 
Вр Ji, Ki, Ja, Ka 四 点 共 圆 ,上 且 ЕЛ ° FK, = ЕЈ, * ЕКа. 


同 理 Ji, Ki, Ко, J2 四 点 共 圆 , 且 ЕЛ. ЕК, 
同 理 K3, J3, Ка, Ja 四 点 共 圆 , 且 ЕЈ. ~ ЕК, 
从 而 可 得 Ji, Kis Ја, Ка, J3, Кз, Ka, J2 共 圆 , 且 


" 


" 


EJ, °` FK, = EJ; ` FK; = EJs + 


EJ, ` Fk. 
EJ, ` FK4. 


FK; = EJ. ` FK, 


H Е, JD, J, ЗШ, ЖЯ ЛЕР = hD, H Jz J3, Кз, K, 38 


得 和 J.D 
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人 KsK2D, 由 Е, Кз,р,К, ЖЖ Z K,K;,D = 
KFD, 综 上 可 知 / ЬЕР = 2 КзЕЮ, 从 而 
Z EDB = FDC. 

引 理 4 ”如 图 4, 已 知 四 边 形 ABDC, E, F JFE 
内 部 两 点 ,人 LEhB = 人 FAC, 人 EBA = 2 ЕВЮ, 
ЕСА = Z ECD RIE: Saage + Sacpng = Sarr + 
Sahcr。 

证 明 ”过 点 向 各 边 引 垂 线段 EJ1, ЕЈ, ЕЈЗ, 
EJ4, 过 点 F 向 各 边 引 垂 线段 , 垂 足 分 别 为 Ki, Ko, 
Кз, Ka, 由 引 理 3 知 

Z EDB = 人 FDC 


Saed Saamea T (AB < EJ, + CD + EJ.) = 


>[(FK;cot Z BAF + FKicot Z ABF) EJ, + ( FKscot Z FCD + FKscot Z ЕРС)Е);] = 


[ FK, • ЕЈ (со Z ВАЕ + cot АВЕ) + FK, • EJa(cot Z FCD + cot Z FDC) ] 
由 引 理 3 知 FK + ЕЈ = ЕК3 * EJs, 故 


ю|— n 


Saame + Ваше = РК EJ(cot Z ВАР + cot LABF + cot Z FCD + cot Z FDC) 
同 理 
5А рк + анек = $ FK, + EJa(cot Z EAC + cot Z EBD + cot ZECA + cot Z EDB) 


Н LBAE = ZX FAC 知 LBAF = Z ЕАС, 同 理 
LEBD = ~4BF， 又 因为 CFCD = ZECA, 
Z FDC = 人 EDB, 由 引 理 3 知 FK, ЕЈ = FK. + 
Ej4, 综 上 比较 可 知 
Saage + SACDE = Sagor + SAACF 

3185 ”如 图 5, 已 知 四边 形 ABDC, E, F HI 
内 部 两 点 ,Q 为 EF 的 中 点 ,人 EA4B = 人 FAC， 
Z EBA = LFBD, ЕСА = 人 ECD. 求 证 :SAo + 


° 1 
Sage = 2 Saspc- 
证 明 /ЕЕЈ, 1 АВ, ЕК, | АВ, ОХ | 4B, 则 图 5 


FK, N QX // Eh, 又 0 为 EF 中 点 ,所 以 易 知 ОХ = 3 (EP + ЕК), АЙ 


Sagu = T (Sana + Saa) 


жаз 
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同 理 Sago = (Sano + блк) 
所 以 Sagu + Sago = T (Sana + Saren + Sapu + Saeco) 
由 引 理 4 知 Saku + Saeco = Saroe + SAFAc 


所 以 Sage + Sagoo = 3 (Sanu + бако + Saroe + Sarac) = балш 
下 面 回 到 原 题 : 4 
如 图 6,К## EF ,并 取 EF 中 点 0, 由 引 理 5 和 
引 理 2 可 知 点 0 在 MN 上 , 而 由 引 理 1 可 知 
MQ | Н\Н,, КҖ MN | 而 更. 证 毕 . 
(1) 笔者 在 引 理 3 的 证 明 中 ,由 Ji, Ку, Jas Ka /\ 


四 点 共 圆 , Л, Ку, J2, Ka 四 点 共 圆 , J,, K3, Ja, Ка Р ус 
四 点 共 加 ,而 直接 得 到 1, Kas Ja Kas Jas Kas Jas Ka, Z— 
D 


这 八 点 共 圆 ,这 一 步 写 得 过 简 ,考虑 到 这 一 步 还 需 
引 辅助 线 ,为 严密 起 见 , 下 面 把 这 一 步 的 证 明 过 程 
写 出 来 ,已 知 E, Е 是 四 边 形 ABDC 内 两 点 EJ L 
AB,EJ, | BD,EJ, | Ср, ЕЈ, | AC, FK, | AB, 
FK, | BD, FK, | СЮ, ЕК; L AC B Л, Ку, J2, Ka WSA JE], J3, Кз, Ја, Ka ЧАЗИ, Л, 
Ку, Ја, Ка 四 点 共 圆 ,求证 : Ју, J2 Лз, Ја, Ку, Ку, Ку, Ка 这 八 点 共 贺 . 

证 明 ”如 图 7, 取 EF 中 点 0, 过 点 0 分 别 
引 ОТ, L KiJ, OTa L Kah, OT3 L Ka, 
ОТ; L КаЈа. 

因为 FK, | АВ, ЕЈ, 1 АВ, ТЩ EJ, // 
ОТ, // ЕК. 又 因为 0 为 EF 中 点 ,所 以 7 为 
JK 中 点 , 即 ОТ, 垂直 且 平 分 Л Ку, ОЛ = 
ОК, „П ОЈ, = OKs, 又 因为 1, Ki, J2, K> 四 
点 共 圆 ,所 以 OJ, = ОК, = О], = OK, 同 理 
OK = OJ, = ОК; = OK; = 03, ЇЙ ОД = 
OK, = OJ. = ОК; = OK; = 01 = ОК, = Oh, 图 7 
ЖОЛ, з, Јз, Ја. Ку, Ka, Ку, Ks 这 八 点 共 圆 , 且 
点 为 EF 中 点 0. 

(2) 笔者 在 证 明 的 探索 过 程 中 ,还 发 现 如 下 结论 ,不 知 是 否 为 新 发 现 , 现 也 把 它 写 出 

来 , 供 读者 自我 训练 . 

如 图 8, 已 知 四 边 形 ВАЕ = Z CAF, Z ABE = Z ЕВЮ, АСЕ = 人 ECD, 则 


АЕ. ВЕ + СЕ- DE AD: BE + BC · DE 
AF - DF + ВЕ - CF ` АВ · DF + BF • DC 


图 6 
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A 


D 


图 8 
此 题 虽说 难度 不 大 ,但 若 考虑 得 不 好 ,将 会 陷 人 繁杂 的 运算 ,读者 不 妨 一 试 . 
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一 道 优美 几何 题 的 证 明 


唐 传 发 


平 几 专家 叶 中 豪 老师 曾 提出 如 下 优美 的 几何 题 ,笔者 在 此 给 出 一 种 证 法 . 

题目 ”如 图 1, 忆 为 人 4BC 内 任 一 点 ,04, Op, 
Ос 分 别 为 全 PBC, 和 AP4C, 和 Ph4B 的 外 心 ; Ов, 
Onc, Oac 分 别 为 A P0,0s, A POs0c,A P0,0c 的 
外 心 . 记 A 04080c Ж A ООО лс 的 外 心 分 别 是 
E), E2, АВС 的 外 心 为 0, 求 证 : РО // Е|Е,. 

证 明 引 理 1 E' 为 人 010203 内 任 一 点 ， 
0'1, 0'2, 0'3 3H E'10,, E'102, E'103 AJA, 
且 满 足 Е'|О,. E0', = Е',0, · EO', = Е'\О,- 
E0'3, 记 A0,0:0; #l A 0',0',0', 的 外 心 分 别 是 图 1 
Fi, 本 ,求证 Е, Fi, Е 三 点 共 线 . 

引 理 1 的 证 明 ”如 图 2, 联 结 ЕГ Fi 并 向 两 方 延 о 
KXM T М', М 两 点 ,并 在 这 条 直线 上 截取 М, 
入 有 


Е.М. EM= E',0, + E',0', = 
Е'\0'›* E103 
ЕТМ - ЕМ = E'.O) Е'\О', 


共 圆 ,所 以 
LO2MHE' = ZE',0',M' 
203МЕ' = ZE',0',M' 
W 20,М0; = ГЕ'\О',М' + Е\О',М' 
所 以 图 2 
&О»МО, = 180 - 20',0'Е' - /О'\О',Е', 
又 易 知 02, 0'2, 0'1, О, 四 点 共 圆 , 0 , 01, Оз, 0'3 四 点 共 圆 , 故 
&О'\О'»Е', = L0010"1, L010'3E' = L03010'1 
Ж LO0.MO3 = 180 - 人 02010' - 人 03010' = 180 - Z0,0,0; 
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从 而 M,0,,0,,0, 四 点 共 圆 , 即 点 M 在 A0,0,0, 的 外 接 圆 上 , 同 理 点 N 也 在 
全 010203 外 接 圆 上 ,由 已 10' + 已 10: = Е.М - E' M Sl /ГМ'О',Е', = /0,М№, Ù] 
理 人 E102N' = 人 ONM, 故 人 MO02E + ©ЛГ'О'Е' = Z0;MN + Z 0,NM ,Ëll 90 
= Z0,MN + 人 02NM, 从 而 E', F, š: A 0,0,0,; 的 外 接 圆 的 圆心 Fz. 

引 理 2 已 知 P,Q 为 人 OwOgOc ВЭ, E'H 0.060 的 外 心 ; 01, 02, 
Os 分 别 是 人 POgpOc ,APOcOy , APO; Op 的 外 心 ;0'1,0',,0'3 分 别 是 A Q0;0c, 
20001,2 00.0, 的 外 心 ,全 010203 外 心 为 Pi, 会 0'10'20'3 外 心 为 Fa, RIE: E", 
Fi, F 共 线 . 

引 理 2 的 证 明 ”如 图 3, 联 结 0,0',,0,0', 
030" 分 别 延 长 它们 , ЖЖ 0,0'1, 020'2, 030'3 
分 别 是 0gpOc ,0x0c , 0w0g 的 中 垂 线 , 故 它们 的 
交点 为 人 OwOgOc 的 外 心 E'1, 又 易 知 0103 L 
РОр , 而 00 L OgOc, 所 以 L00103 = 
“РОвОс, 同 理 人 030'30' = 人 QO0gOn， 而 
ZP0s0c = LQ0gOrw， 所 以 L01010; = 
Z 030'30', kk 01, 0'1, O3, O'3 四 点 共 圆 , 同 理 可 
证 01, 0'1, 02, 0'2 四 点 共 圆 ; 02, 0'2, 03, 0'3 四 
点 共 圆 , 故 Er10'1* E'10, = E'O,- E'10', = 
Е' Os: E'10'3, 再 由 引 理 1 可 知 ЕТ, Е, Е EA 
共 线 


引 理 3 已 知 P,Q@ 为 入 OrOuwOc Э 
点 ,01,02,03 分 别 为 人 Poroc, 和 全 POcov， 
APOuw0w 的 外 心 ;0'1,03,0'3 分 别 为 
200600,4 00006,2 00,06 的 外 б; 
全 010203 的 外 心 为 Fi, 人 0'10'20'3 的 外 心 为 
Е,,ЖЇЕ Е.Е, // PQ. ' 

引 理 3 的 证 明 ”如 图 4, 联 结 O,O",0,0',, ° 
BA 040 L ОвОс,0›0'› 1 OgOx, 0103 L 
РО» ,0'\0'; | 006, Т /О'\О\О, = 
LPOpgOc ,L010'303 = 00r0+， 而 
ZP0ys0c = 人 QOgO4 ,所 以 人 0'10103 = 人 030'30'1, 故 0'1,01,0'3,03 四 点 共 圆 ， 
记 0103 9 07,0", 的 交点 为 M , 则 点 M 在 A010203 外 接 圆 与 A0'10'20'3 的 外 接 圆 的 
两 圆 根 轴 上 , 且 因为 0 03 垂直 平分 POw , 0'10'3 垂 足 平分 00g , 故 点 M 亦 是 А РОО 
的 外 心 . 

同 理 可 证 А PQOc ВУКА N EE 0,0,0, 外 接 圆 与 A 0',0',0', 外 接 圆 的 两 圆 根 
轴 上 . 故 MN L F,F,, H. MN 1 PQ, 则 FiF, // PQ. 


数学 奥林匹克 与 数学 文化 


жаз 


引 理 4 PE P H А0060 内 任 一 点 ， 
РА' | Ов0с,РВ' | 0w0c ,PC | OvOg,A’, 
В',С 为 各 自 垂 足 , 0' 为 人 4'B'C' 的 外 心 ,@ ЖР 
的 关于 人 OwOgOc HFAA, КИЕ: Р,0',0 
三 点 共 线 . 

引 理 4 的 证 明 如 图 5, 过 0 点 作 Q4” L 
ОвОс ,QC" L O40g , QB” L 040c. 易 知 

QO, POg 


OgA” = ОвС' ° 
РО» _ 00» 
Og4A’ = ОС © 图 5 


h ФО Я] ОБА’ + OgA" = 0wC' + ОС" ,从 而 4 , A", C' ‚ С" 四 点 共 圆 .从 而 易 知 A'A" 
的 中 垂 线 与 CO 中 垂 线 交 于 PQ 上 同一 点 记 为 5, 同 理 BB' 中 垂 线 与 44' 中 垂 线 交 于 PQ 
同一 点 5,Н 5 ЭРО 的 中 点 , 易 知 S PJA , А", В’, В", С", С" 各 点 距离 相等 ,从 而 S 即 为 
AA'B'C 的 外 心 0' ,从 而 可 证 Р,О',0 三 点 共 线 . 

有 了 以 上 几 个 引 理 ,现在 回 到 原 题 : О д 

记 PO, 与 ОлсОлв 的 交点 为 04; 

РО 与 ОлвОвс 的 交点 为 Op; 

POc 与 04cOgc 的 交点 为 Ос. 

如 图 6, 联结 ОО» ,OgOc ,OcOw 分 别 交 
PC,PA,PB F C',A',B', 联结 А'В,В'С',СА', 
易 知 POgOscOc 为 圆 内 接 四 边 形 , 记 其 外 心 为 
O01; POcOrcOw УМУ О, POv0u0y 外 心 为 03, 0 
联结 010,,010;3,0,03, 记 全 4'B'C' 的 外 心 为 0'， 

全 OwOgOc 外 心 为 1, 全 010203 9 Е. 9 
知人 OwOpOc 与 0,0,0c 是 以 P 为 位 似 中 心 ,位 86 


fir XBA 01,02,03 分 别 为 POpc, PO,c, PO Ф ЎТ 0,0,0 与 人 Oc0pcOw 


也 是 以 忆 为 位 似 中 心 ,位 似 比 为 了 ,而 人 OAOs0c 的 外 心 与 AOucOacOw 外 心 分 别 为 BE1, E>, fi 
20,060 的 外 心 .全 010203 外 心 分 别 为 Er1,Fi, 故 E, E, // Е.Е. 


记 0c04 与 PA 交点 为 K, 因 为 人 OrOg0c 与 全 00s0c 是 以 P 为 位 似 中 心 ,位 似 比 为 二 ， 


所 以 PA' = Э. РК,ЙЇ PK = 十 PA, 所 以 PA = 1. PAISE РС = 十 PC,PB' = + = PB, 所 
以 人 4'B'C' 与 A4BC 位 似 ,而 全 4BC 外 心 为 0, 会 4'B'C' 外 心 为 0', 故 已 ,0,0' ZAIR. 

从 而 欲 证 Е.Е, // PO, 只 须 证 明 E'1Fi // РО" ,由 引 理 2 知 E'1, Fi, Fy 共 线 ,由 引 理 
4 知 P,0',0 共 线 , 故 只 须 证 明 F, F, // PQ ,而 这 由 引 理 3 可 知 是 成 立 的 .从 而 命题 得 证 . 
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几 个 特殊 角 问 题 
RRM 


田 廷 彦 在 参考 文献 [1] 中 总 结 了 用 三 角 法 求解 三 角形 和 四 边 形 中 求 某 些 特殊 角 问 
题 的 一 般 方 法 .本 文 指出 一 种 常 为 人 忽略 的 方法 ,作为 对 参考 文献 [1] 的 补充 ,或 许 不 无 
神 益 . 

1. ( 布 洛 卡 角 问 题 ) 在 A ABC HREM 
f: Z МАВ = Z МВС = ZX MCA = 9.0 称 为 布 洛 
ЕЙ, 其 做 法 是 众所周知 的 , 以 А,В,С 表示 
A ABC 的 三 个 内 角 , 如 图 1 所 示 . 


АМ _ sin( B - 0) 

BM ` sin 0 

BM _ sin( C - 0 

СМ  sin0 

CM _ sin(A - 0) 图 1 
АМ sin 


三 式 相 乘 得 
sin'0 = sin(4 — 0)sin( B - 0)sin( C - 0)(sin Асо! 0 — cos A) · 
(sin Beot 0 — cos В) (віп Ccot 0 ~- cos C) = 1 
sin Asin Bsin Ссо?@ — (sin Asin Beos C + sin Bsin Ссоѕ А + віп Csin Acos B)co 0 + 
(sin Acos Bcos C + sin Bcos Ccos А + sin Ссоз Acos B)cot 0 — 
(cos Acos Beos C + 1) = 0 
注意 cos(4 + B + C) = - 1, 用 加 法 公式 展开 整理 得 
cos Acos Bcos С + 1 = sin Asin Всоѕ C + sin Bsin Ccos А + sin Csin Acos В 
并 注意 到 熟知 的 恒等式 cot Acot В + cot Bcot С + cot Ceot А = 1, 所 以 
coBO — (cot А + cot B + cot С)соё0 + cot 0 — (cot A + cot B + cot C) = 0 
所 以 cot @ = cot А + cot B + cot C 
2.( 蓝 利 问题 ) 公 4BC 为 等 腰 三 角形 ,人 B = ZC = ЗФ, CF 3 AC R30 角 , 交 АВ F 
F, BE ЗАВ È 20 fi, AC + E. 
ЖЕ: Z BEF = ЗОР. 
证 明 ”如 图 2, 易 知人 BEC = АФ, ЕВС = 6, ЕСЕ = ЗО, Ў Z BEF = 9, 由 正 
弦 定 理 得 


жаз 
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ЕЕ __sin20 4 
ВЕ = sin(2 + 0) 
ВЕ _ sin 80° 
ЕС ` sin 60? 
EC _ sin(70° + 0) 
EF” sin30 Е E 
三 式 相 乘 得 


sin(70° + 0) _ зіп 60°sin 30P _ 
sin(20 + 0) ` sin 20°sin 80° 7 


4sin 20°sin 40°sin 80Psin 3° _ 
sin 20Psin 80° Е: 图 2 
2sin 50° = 2cos 40 
所 以 sin(70° + 0) = 2sin(20 + 0)cos 50° = sin(70 + 0) - sin( 0 - 30) 


所 以 sin(0 – 30) = 0 
所 以 0 = 30 
3. 已 知 凸 四 边 形 ABCD +, Z B = 9, РАВ = 
96°, Z DCB = 78°, DA = 2АВ,Ж Z CAB. 4 
й Ыш 


ВС > ADcos 6° > ADcos 30° = /ЗАВ 
故 可 在 BC 上 取 点 已 ,使 BAE = 60? ,联结 DE, 


АЕ = AD = 2АВ, DAE = 36, АРЕ = // АЕР = š 
TX, ЕС = Z DCE = 78°, // CDE = 24°, ZACB 图 3 
= 0. 
由 正弦 定理 得 
АЕ _ sin72 DE _ зіп 78° СЕ _ sin(30° - 0) 
DE ~ віп 36°°СЕ ` зіп 24°'АЕ ~ віп 24° 
三 式 相 乘 得 
sin(30? — 0) _ sin 24°sin 36° _ 4sin 24°sin 36°sin 84° _ sin 72° _ 
sin 0 7 sin 72°вїп 78° ~ 4sin 72°sin 78°ѕіп 84° ~ 4sin 72°cos 12°cos 6° 7 
sinó — _ віпб° _ sin(30 – 24°) 
2sin 12°cos ]2° — зіп 24° ~ sin 24° 
所 以 віп 30Pcot 0 — соз 30° = sin 30°cot 24° — cos 30° 
cot 0 = cot 24° 
0 = 22 
所 以 < CAB = 66 


4. 已 知 凸 四 边 形 ABCD , Z BAC = 30, Z ABD = 26°, Z РВС = 51°, АСР = 13°,Ж 
Z CAD 
解 ” 如 图 4, 设 和 C4D = 0. 


则 BD _ віп(30° - 0) 
АР sin 26° 
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AD _ sin 1° å 
CD © sinô 
CD _ вів 51° 
BD ~ sin 86° 
三 式 相 乘 得 
sin(3P — 0) _ sin 205іп 80 _ sin 26віп 89 w 
sin 0 7 sin 51°віп 13° ~ 4sin 17°sin 43sin TPsin 1} ` 
2зїп 26°зїп 43°соѕ 49 зіп 47° _ Р, c 
4sin 17°sin 43°sin 13°cos 13° ~ sin 17° ~ 


sin(30 + 17°) 图 4 
sin 17° 


所 以 sin 30Pcot 0 + соз 30° = sin 30Pcot 17° + сої 30° 
所 以 9 = 17. 
这 里 我 们 三 次 用 到 “我 特别 珍爱 的 公式 ” 
sin За = 4sin авіп(60 + a )sin(60° — а) 
5. 已 知 A ABC 中 ,4D 是 角 平 分 线 , CE 为 4B 边 上 的 高 ,车 人 CDA = 45°,Ж Z ВЕР. 
解 如 图 5, 设 人 BED = а, ZBAC = 20, 易 # 
ж Z DCE = 45 + 0, Z DEC = Ф - а. 
AD _ sina 
ED ~ sin 0 
ED _ sin(45 + 0) 
CD = sin(9F — 0) р, 


CD sin 0 
AD  sin(45° + 0) 


三 式 相 乘 得 Ё D е 


sin asin бвіп(45° + 0) _, 
sin 0sin(90° — a)sin(45 + 0) = 图 5 


所 以 Sin а = sin(9P — а) 
所 以 а= Ж-а 
所 以 а = 45° 
6.& Ж ДАВС 中 ,人 4 = 100, АВ = АС,ЖЕ} АВ 至 D 使 4D = ВС,Ж Z BCD. 
解 ”在 线段 BC 上 取 点 下 ,使 BF = BD, 联 结 АЕ, РЕ, 
АВ = СЕ = АС 
Z BDF = ZX ВЕР = 20 
Z CAF = 2 СЕА = Ф 


设 ABCD = 0 
АЕ _ sin 20 

DF = sin ЗФ 

DF sin 0 


СЕ = sin(20 — 0) 
-@- 


数学 奥林匹克 与 数学 文化 


Кж ЕЕ 


а 7 
р 
图 6 
СЕ _ sin 7° 
АЕ ` sin 40P 
三 式 相 乘 得 
sin(2 ~ 0) _ sin sin WF _ | 
sin 0 7 віп 3Psin 4° ` 
sin(20 — 0) = sin 0 
2p-0=0 
0 = 10 
事实 上 ,上 述 解法 采用 塞 瓦 定理 的 角 元 形式 , 塞 瓦 定理 是 解决 共 点 , 共 线 问题 的 有 力 
工具 ,上 述 数 例 均 系 经 典 名 题 , 用 塞 瓦 定理 的 角 元 形式 处 理 ,非常 简捷 ,给 人 以 美的 享受 . 
参考 文献 
[1] 田 廷 彦 .三 角 与 几何 [M]. 上 海 :华东 师范 大 学 出 版 社 ,2007. 
[2] 蒋 声 .高 中 三 角 妙 题 巧 解 [M] .上海 : 上 海 科 学 技术 出 版 社 ,1996. 
[3] 虞 金龙 , 马 洪 炎 .平面 几何 [MJ]. 杭州 :浙江 大 学 出 版 社 ,2007. 
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一 道 几何 竞赛 题 的 证 法 探讨 
RRM 


题目 ”如 图 1, 已 知 4D 是 锐角 A ABC 的 一 条 高 ,已 是 线段 4D 上 异 于 4,D 的 一 点 ， 
延长 BP ZAC 于 MM, 延 长 CP 交 AB 于 点 N,MN 交 AP 于 Q, 过 0 任 作 直线 交 PN FAE, 
Ж AM 于 点 书 ,求证 :人 ED4 = 人 FDA. 

证 明 1. 解析 法 

如 图 2, 以 D 为 原点 建立 直角 坐标 系 , 设 DO, 
0),4(0,а), В(Ь,0), С(с,0), P(0,d), 则 


алу 
АВ: +] =1 
ас:#®+- =1 
cta 
‚ #2. р Адн 
ВР: +] =1 
本 
СР: +q = 1 


АС 与 BP 联 立 得 
м(#со=— 4) adlh = £2) 
ab -cd ` ab - cd 
AB 与 CP 联 立 得 
м(262= 2) edles 42) 
ac — bd ' ac — bd 
故 
ad(b - c) _ай(с-Ь) 


ПРЄ ab-cd ас- 0. аЬ + с) 
MN = be(a – d) bela- d) ` be(a + d) 
ab- ed ~ ac- bd 


所 以 直线 MN 的 方程 为 


4(Ь-с) d(b + c) bc(a — d) 
ўла -- 90: - 二 | 


Фк = 0 得 


о(о,,222.) 


жае 
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Ж EF 的 斜率 为 上 , 则 EF 的 方程 为 


к=к ҮТ 
联 立 CP 与 EF 得 
Е( cd(d- a) _ d(kdc + kac + 2ad) 
(d+a)(d+ ск)’ (d + a)(d + ck) 
联 立 AC $ EF 得 
r( acla- d) _ Баета 
(а + 40) (а + ск)’ (а + d)(a + ck) 
故 
а +2, 
к= = td Ф 
Ж koe =- kor 
故 Z BDE = Z СРЕ, Z ЕРА = ЕРА 


这 里 ,我 们 指出 : 
(Т) 如 果 用 截 距 式 表示 EF 的 方程 虽 可 简化 计算 ,但 需 讨 论 EF 与 x 轴 平 行 的 情况 , 反 
而 不 便 . 此 外 由 题 设 条 件 易 知 ,解答 中 出 现 的 所 有 算式 都 是 有 意义 的 . 
(2) 由 证 明 过 程 可 知 , 当 E 不 在 线段 PN 上 ,或 
下 不 在 线段 4P Lit, O © 仍 成 立 ,但 ZEDA 和 
ЕРА 不 都 是 锐角 ,因此 结论 可 以 推广 ,图 形变 化 
很 复杂 , 但 只 有 两 个 结论 ZEDA = 2 ЕРА 或 
Z EDA + Z ЕРА = r. 因 此 ,为 严谨 起 见 ,本 题 必须 
对 动 点 P 及 动 直线 EF 的 位 置 作出 限制 即 给 出 具 
ЖЕЕ. 
2. 三 角 法 (面积 法 ) 
先 证 / MDA = Z МА. 
# MN // BC, 则 结论 易 证 ,故我 们 总 假设 MN 图 3 
与 BC 相交 , 设 MN 与 BC 交 于 RR. 联结 АК, РК, DM , DN , АК, PR, 如 图 3 所 示 . 
it ZMDA = a, 人 NDA = В. 
Ѕлорм , Sanoin _ MQ , NR _ Sasamo , Saan 
Sao Sama = № ` МЕ = Samgo SAAMR 


AMsin A QAM . ANsin Z NAR _ 
ANsin QAN AMsin Z MAR ` 


sin Z ФАМ .sin МАЕ _ sin ZDAC _ віп Z BAR _ 
sin Z QAN ` sin Z MAR = sin Z DAB ` sin МАК" 


Saco , Sama 
Sago Sacr 
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所 以 
所 以 
所 以 


所 以 
所 以 


CD .BR 
BD CR ` 


sin Z CPD , 
зіп LBPD 


sin Z NPQ 


Saco , Sanr 
© SAapp Sacr 
sin Z ВРЕ 

sin Z CPR 一 


sin (MPR 


sin Z MPQ ` 


NQ . MR 
MQ ` NR = 


SA 
MDsin // ОЮМ 


зіп Z NPR ` 
Sagoo , Samo 
лш соии 
= (San)? 

SANDR 
_ Samo 
Sanpa 
MDsin // MDR 


NDsin Z QDN = 
_ sin(90 — a) _ 
= sin(90+ 0) 7 


sina 


sin В = 


tan а 


NDsin Z МОК 
cos a 
cos 8 


= tan 8 


_ Баню, Sanm _ 
= Sawo ` Sanm = 


所 以 а= В 
故 LMDA = LNDA 
因为 _ Samo _ DMsin Z MDF 
AF © Saar ”4Dsin LADF 
зіп MDF _ АР. МЕ 
зіп / АРЕ © РМ. AF 
зїп /АРЕ _ РЕ- Мр 
sin ZNDE `” РР. NE 


所 以 


同 理 
所 以 


зіп L MDF . 
sin ДАРЕ ` 


sin LADE _ AD МЕ РЕ Мр _ AD | ND , Sagrm , Sagre _ 
sin ZNDE = DM ` AF ` PD ` МЕ = PD ` DM SAop SAow 
ОМ зїп MQF . PQsin Z PQE Ар Мр _ 
AQ віп AQF ` NQsin Z МОЕ ` PD ` DM = 


QM ND Ар PQ 
NQ ` DM ` PD ` AQ 


由 前 证 知 
ом _ 
NQ ` 
OU ND 
Ж NQ ` DM =! 
5Армо . Saawp _ PMsin < PMQ . AMsin / AMD _ 
Saang Sarup АМвіп АМО ` PMsin Z PMD = 
sin «РМО, sin ZAMD _ sin RMB зіп Z CMD _ 
sin АМО sin PMD ѕіп // КМС sin Z BMD ~ 
Ѕлвив . Sacup _ RB CD _ Same . Sacpp 
Saruc Sam ™ RC ` BD ` SAcrg Saso 


ри 


АР РО _ 
PD ` АО = 


Ежа 
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sin ZBPR ,sin Z CPD _ sin MPR sin NPQ _ 
sin Z СРК sin LBPD ` sin ZNPR sin Z MPQ ~ 
Samer . Sano _ МК, NQ _ 

Sanpe Sauro © NR ` MQ ` 

Sawa . Sanso _ sin Z МАК sin Z МАО _ 

Sanar Samgo sin МАК зіп ZMAQ ` 

sin ZBAD „sin Z CAR _ Samo , Sacr _ BD, CR _ 
sin / СА sin Z BAR ` Sac Sarr CD ` BR = 
Saa ‚ Злсмк _ sin LBMD | sin CMR _ 

Sacup Sanm sin LCMD sin Z ВМК ` 

sin LPMD sin АМО _ Sarun , Saang _ PD . AQ 
sin ZAMD ` sin Z РМО = Ѕдамр ` Sarug = Ар РО 


š Ар РО}? _ 
所 以 (25 20) = 

К AD. PQ _ 
所 以 PD 40 `! 

y sin ZMDF _ sin Z NDE 
所 以 sin ЈАРЕ = sin Z АРЕ 


设 人 ED4 = $Z ЕРА = ф, МА МПА = 6, 所 以 


пф 7 sin$ 
sin бсо! ф = sin 0cot $ 
所 以 $= 0 
即 Z EDA = Z ЕРА 
ж АР. DP - 1 的 证 明 可 以 简化 为 


PD ` AQ 
AD , PQ _ Sangc, Sapww _ АВ. ACsin Z ВАС РМ. PNsin ZMAN _ 
PD ` AQ = Sase Saam ~ PB + PCsin ZBPC ` АМ. ANsin Z MPN = 


AB-AC РМ РМ _ АВ - АС, Samp , Samp _ 
4M AN ` PB ` PC АМ + AN ` Sas ` Sasco ™ 


АВ. АС . AMsin A МАР _ ANsin Z NAD _ 1 
АМ - AN ` ABsin Z BAD ` ACsin Z САР 一 


本 题 是 2003 年 保加利亚 数学 奥林匹克 竞赛 题 ,本 文 的 目的 在 于 给 出 其 不 用 赛 瓦 定 
理 及 梅 涅 劳 斯 定理 的 证 明 . 利 用 完全 四 边 形 对 角 线 的 调和 分 割 性 质 或 赛 瓦 定理 及 梅 涅 劳 
斯 定理 可 以 给 出 纯 几何 证 法 或 三 角 证 法 . 
参考 文献 
[1] 沈 文选 .走向 国际 数学 奥林匹克 的 平面 几何 试题 诠释 (全 国 高 中 数学 联赛 平面 
几何 一 题 多 解 )[M] .哈尔滨 :哈尔滨 工业 大 学 出 版 社 ,2007. 
[2] 田 廷 彦 . 三 角 与 几何 [M] .上 海 :华东 师范 大 学 出 版 社 ,2005. 
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再 谈 两 道 几何 竞赛 题 的 证 明 
Am 


笔者 曾 在 《两 道 几何 竞赛 题 的 新 证 法 》(《 数 学 奥林匹克 与 数学 文化 》 第 二 集 ( 文 化 
卷 )) 一 文中 ,给 出 一 道 IMO 备 选 题 (1994) 及 一 道 IMO 试 题 (第 和 2 届 ) 的 证 法 ,最 近 在 新 版 
的 沈 文选 教授 著 《 平 面 几何 证 明 方法 全 书 》 附 录 中 读 到 田 廷 彦 先生 《几何 题 究 竟 是 怎样 
证 明 的 》 一文 ,欣喜 之 余 , 技 痒 效 帮 , 重 温 一 下 上 述 两 题 的 证 明 思 路 ,对 喜欢 平面 几何 证 
明 的 “票友 ”或 不 无 神 益 . 

1. 如 图 1, 直 线 AB 过 半圆 的 圆心 0 ,分 
别 过 4,B 作 圆 0 的 切线 , 切 圆 0 于 D,C.4C 
与 BD 2 F E, А E fEAB HER, EEX Е, 
求证 : EF F4) Z СЕР. 

分 析 РИН: 

如 图 2, 设 AD 是 A ABC 的 高 ,P 为 4D 
上 一 点 , BP AC FE, CP ЖАВ FF, ЖЕ: 


Ар 平分 Z ЕЕ. 图 1 

受 这 题目 的 启发 ,我们 很 自然 地 要 寻找 一 个 A 
三 角形 ,使 48 为 它 的 一 条 边 ,而 是 48B 边 上 高 的 
зда [ЕП ЖЕКС AD, BC 交 于 P, 希 望 能 证 明 P.E, <A 
F3. 在 证 明了 P,E,F 共 线 后 ,证 明 EF 平分 WN 


Z CFD 的 方法 就 很 多 了 . 
怎样 证 明 P, E, F 共 线 ?很 多 人 可 能 立即 想到 — 
D 


用 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 , 若 你 对 该 定理 如 数 家 珍 ,并 
运用 自如 , 那 当 然 是 可 以 的 ,But,that в an old-old 


story. 记 得 我 一 学 完 三 角 函 数 ,老师 要 我 用 三 角 法 图 2 
证 明 下 面 这 道 题目 : 
如 图 3, 四 边 形 ABCD 的 两 组 对 边 延 长 后 交 于 天 ,上 ,延长 对 角 线 BD XKL 于 下 ,延长 
KF _ KG 


对 角 线 АС Ж KL 的 延长 线 于 CG. 求 证 := Gr: 

此 题 用 塞 瓦 定理 和 梅 涅 劳 斯 定理 可 一 挥 而 就 ,可 华罗庚 大 师 却 用 “元 长 ” 的 三 角 法 
向 中 学 生 们 讲解 这 道 题 ,老师 要 我 一 定 掌握 大 师 的 解法 . 

下 面 我 们 用 解析 法 证 明 Р, Е, Р 共 线 及 命题 结论 . 
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СЭ 


4 <N 


z ы. 


F 


图 3 


如 图 4, 建 立 直角 坐标 系 , 设 AOD = а, / ВОС = 8, 圆 0 半径 为 R. 


eR- 


R 
则 4(- 260, Вс, 


0), D(- Reos а, Rsin a), C(Rcos В, Rsin В). 


让 R ) 


BD: y 
联 立 DO 解 得 


_ R(si 


cos acos В + 1 соз а 


віп acos 8 


cos acos B + IG Е сов Й) 


XE = = 
Е si 


AD : y = cot a(x + 


BC: y =- со Pla - Ё. 


联 立 ОФ 解 得 


ma - sin B) _ р, а" 
tan 


п(а + В) 


мә nja 


соз а 


os В 


xP 


所 以 хк = хр, Р,Е,Е 3. 


_ R(ese 8 — csc a) _ 
= cota + cot В 


S&R- 
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kor =- R(sin a — sin В) 7 


Rcos a -> су В) 
Rsin В а+ В 


Кек = е z = tan 
R(sin a – sin 3) УД 
Reos В (а + A) 


故人 DFE = 人 CFE, 所 以 EF 平分 人 CFD. 

这 里 应 指出 ,本 证 法 并 不 需要 Р,Е,Е 共 线 这 一 事实 . 

2. 如 图 5, 在 人 4BC 中 ,AP 平 分 人 BAC 交 BC A 
+ Р, BO 平分 /4BC 交 4C 于 0, 人 BC = 6°, R. 


Rsin a -wn 2 +Ë 


АВ + BP = AQ + ВО. [E] А ABC 各 内 角 的 度数 的 < 
可 能 值 是 多 少 ? 
拿 到 这 道 题目 ,我 立即 就 想到 曾经 做 过 这 样 
一 道 题 : ” т 
Ф ААВС 中 ,人 B = 2 一 C. 求 证 :40 + ВО = 图 5 
4C 


这 题目 是 很 容易 的 ,那么 AP + BP 是 否 也 等 于 4C? 非 常 幸运 ,我 们 很 容易 证 明 这 结 
论 是 成 立 的 ,因此 猜 到 ,应 有 ~B = 2С, ZB = 80, С = 40 是 一 个 解 .所 以 若 延 
+ АВ Ж М,{# МВ = PB, 再 在 4C 上 取 点 N 使 BO = NQ ,那么 点 C 应 与 N 重 合 .用 同一 
法 不 难 给 出 证 明 ,这 也 是 标准 答案 公布 的 解法 ,此 不 袭 述 .还 有 别 的 可 能 值 吗 ?这 使 我 回 
忆 起 这 样 一 道 题 : 

如 图 6, 在 A ABC 中 ,人 4BC = 120P,AP 平 分 人 BAC 交 BC 于 P,BQ 平 分 人 4BC 交 
АС 于 0, 求 证 :4B + ВР = AQ + BQ. 

这 题 也 不 复杂 . F 

因 题 目 限制 人 BAC = 60. 


АВС = 120, ZC = 0 是 一 个 退化 解 . g 

至 此 ,本 题 的 纯 几 何 证 法 基本 清楚 了 . 

但 我 有 点 不 太 喜 欢 同一 法 , 直接 的 纯 几 何 证 с 
法 一 时 难以 找到 , 我 便 尝试 三 角 计算 法 , 设 кет 
Z ABC =26, 用 正弦 定理 , 将 条 件 АВ + BP = 图 6 


AQ + BQ 中 所 有 线段 都 用 6 的 三 角 函 数 表示 ,通过 不 太 轻松 的 化 简 工作 ,可 求 得 0 = 40° 
或 9 = 60( 含 )( 欲 知 其 详 ,可 参见 刘 培 杰 老 师 主编 的 《历届 IMO 试题 集 》). 

有 了 纯 几何 法 和 三 角 法 ,还 有 没有 更 好 的 方法 呢 ?解析 法 很 难 行 得 通 ,忽然 想 到 , 若 
设 ДАВС 的 三 边 长 为 a,b,c. 由 角 平 分 线 定理 和 角 平 分 线 长 公式 ,4B, BP , AQ , ВО 均 可 
用 a,b,c 表示 .具体 说 
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жїз 


У ас[(а + с)? – b] 


а+с 


BQ = 
代入 已 知 条 件 得 


th+c”a+e a+c сє) 
但 将 此 等 式 去 根 号 化 简 后 得 到 很 复杂 的 式 子 ,一 时 没有 什么 办 法 ,有 一 天 我 突然 想到 答 
Ж.В = 2 一 C! 在 代数 上 的 对 应 关系 是 什么 ?对 了 ,在 学 相似 三 角形 时 , 曾 在 培 优 课 上 
做 过 : 
如 图 7, 在 公 4BC rh ,# ZB = 2 人 C, 求 证 :b? = c(a + c). 
退化 解 Z B = 120, 对 应 的 代数 关系 式 由 余 4 
弦 定 理应 为 


ас be Vae[(a + e)? — É] 


b? = а + ac + с 

那么 在 式 ( * ) 去 根 号 化 简 得 到 的 关于 a,b,c 
HRAS a, b, c) 的 分 解 式 中 必 有 因 式 刀 - cla 
+ с) Bb? (a? + ас + c?) ,通过 分 解 果然 得 到 “ ° 

fla,b,c) = (a + c)[b2- cla + c)] 图 7 
[02 – (a? + ас + с?)) 
所 以 由 f(a,b,c) = 0 得 ` 
b? = c(a + с) Rb? = а + ac + с 

МТ, Z B = 2 人 C 或 人 B = 120(4%). 

若 去 掉 条 件 Z BAC = 60P, 则 本 题 的 解答 为 : 

(1) 若 0 < 人 BAC < 6, ZB = 2 人 C 或 人 B = 120. 

(2) #7 ВАС > 60,00 ZB = 2⁄C. 

(简化 过 程 见 拙 文 (两 道 几何 竞赛 题 的 新 证 法 》) 

由 我 们 上 述 讨论 可 知 ,竞赛 问题 是 复杂 的 ,但 只 要 我 们 勤 于 思考 ,并 注意 积累 经 典 的 
重要 的 知识 ,竞赛 题 也 不 是 高 不 可 攀 的 ,你 不 必 期 望 达到 金牌 选手 的 水 平 ,正如 你 参加 体 
育 锻炼 不 必 期 望 与 奥运 会 冠军 比肩 ,只 要 能 提高 身体 素质 促进 健康 就 是 一 种 满足 . 做 做 
奥数 试题 ,锻炼 一 下 思维 能 力 ,与 高 考 的 目标 是 不 冲突 的 . 相反 你 会 获得 居高临下 “一 揽 
众 山 小 ”的 感觉 .不 过 记 住 ,要 从 文化 的 角度 看 待 奥数 ,善待 数学 , 千 万 别 钼 牛角 尖 啊 ! 
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几 道 几何 竞赛 题 新 解 
RME 


1. (IMO 预选 题 ) 设 圆 0 为 A ABC 的 外 接 圆 , 圆 O, 与 АВ, АС HIF D AE, УА О 
内 切 于 已 ,求证 : DE 的 中 点 1 为 ААВС 的 内 心 . 
证 明 ”如 图 1, 设 401 与 圆 0 交 于 N,NO 与 贺 
0 交 于 5, 经 过 P,01 及 0 的 直线 交 圆 0 于 7, 联 结 
BN,01D,BM. Ў SN = 2R,01D = r， 易 得 
RtA SBN cn RtA4DO ,所 以 


> AA 


所 以 2Rr = АО, © BN А No 
BN ойтон КУ, 
所 以 r’ = О,М. АО, A 
因为 PO, + O,T = АО + 0,N Y 
所 以 r(2R - r) = АО • ON mi 
所 以 AO, + BN - O,M : AO, = АО, O IN 
所 以 BN = OIN+ OM = MN 
因为 Z MBN = 2 МВС + LNBC = 2 МВС + ZNAC 
Z BMN = Z АВМ + Z BAM 

“ВАМ = Z NAC 

< BMN = Z MBN 
所 以 АВМ = Z МВС 


所 以 М 为 ААВС 的 内 心 . 

2. (第 二 届 东 南 赛 试 题 ) 已 知 直线 1 与 单位 圆 $ 相 切 于 点 P, 点 А 与 圆 $ {ЕТ 的 同 侧 ， 
且 4 到 4 的 距离 为 h(h > 2), 从 点 4 作 S 的 两 条 切线 ,分 别 与 ! 交 于 B, C 两 点 , 求 线段 PB 
与 线段 PC 的 长 度 之 乘积 . 

解 如 图 2, 设 BC = a,AC = Ь,АВ = с. 

圆 S 的 半径 为 r,a + b + c = 2p, 并 用 A 表示 A ABC 的 面积 . 则 

PB = (p - Ь),РС = (р-с) 

我 们 有 А? = p(p - a)(p - b)(p - с) 
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жаз 


所 以 


二 2 
PB > PC = (p - b)(p - с) = 0 = 


2p ah 1 
2р-2а “аһ-2а һ - 2 


3. (ТМО 试题 ) 设 1 为 人 4BC 的 内 心 . 忆 是 全 4BC 内 部 的 一 点 ,满足 
Z PBA + LPCA = X PBC + Z PCB 
证 明 АР > 41, 并 说 明 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 = I. 
如 图 3, 设 BI, СІ 分 别 交 4C,4B 于 D,E, 易 知 ,满足 г 
条 件 的 点 已 必 在 AIBE 或 A ICD 的 内 部 或 与 点 1 EA. 
无 妨 设 点 已 在 A IBE 内 ,因为 
РВА + LPCA = Z PBC + Z PCB 


所 以 2( Z PBC + Z PCB) = 
Z B + ZC = 2(Z 1ВС + 2 ВСГ) 
所 以 ВРС = Z BIC 
所 以 В,Р,1,С 四 点 共 圆 . 若 P 不 与 1 重合 , 则 
ДАР = ГАВ - Z PIB = ӘР + 1 ZC - ZPCB = Pa 
90 + ZX PCI > 90 
所 以 4P > Al. 


显然 当 且 仅 当 P 与 1 重合 时 4P = АГ. 

4.(IMO0 试 题 ) 在 全 4BC 中 ,一 BC4 的 角 平 分 线 与 人 4BC 的 外 接 圆 交 于 点 R, 与 边 BC 
的 垂直 平分 线 交 与 点 已 ,与 边 AC 的 垂直 平分 线 交 与 点 0Q. 设 天 与 了 分 别 是 边 BC 和 4C 的 
中 点 .证 明 : 公 RPK 和 A КОГ, 的 面积 相等 . 

证 明 ”如 图 4, 以 А,В,С 表示 A ABC 的 三 个 内 角 ,r 为 外 接 圆 半径 , 则 
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1 C in 4 С 
CR = 2rsin(4 + Z), CP = TE У 
соз 5 > 
2 
NS š g 


A RPK 中 边 PR 上 的 高 为 rsin Asin 全, 所 以 


урга? A 
Sarre = rsin Asa [esia + с)- зь = x 


T ons де c 
zr sin Asin Btan 2 


图 4 


nla 


同 理 可 得 。 SAnor = 于 rsin Asin Btan 


结论 得 证 . 
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一 个 “猜想 ”的 证 明 及 其 他 


450 


参考 文献 [1] 给 出 了 如 下 的 一 个 “猜想 ”: 
设 a;>0,i= ve = 1,kEN", 则 有 
h š Ше Е 的 一 (在 а) > (n Д) > 3 


笔者 研究 发 现 ,最 近 许 多 同志 发 文 (如 参考 文献 [2] ~ [5]) 对 上 面 的 类 似 不 等 式 作 
了 较 深入 的 论证 ,但 与 全 面 解决 此 类 不 等 式 尚 有 一 段 距离 . 下面 笔者 对 “猜想 ” 给 出 一 般 
性 证 明 , 以 期 对 此 作出 较 完整 的 归纳 . 

为 此 , 先 证 如 下 的 引 理 : 


Пею» ДАДА 


其 中 ,a; > 0,6, > 0, = 1,2, 


la + П у 
证 明 Шы. Пар + Петра 


1 1 
PIPETA 12 а; + b, 
£ ai + b, 
erT b, = 
所 以 ааз 
ш (а +b) = ( ПЕЕ Гь) "成立. 


PRENE” 如 下 : 
证 明 а= Sup = Dasi = [|| 


四 ”湖北 省 武汉 市 第 二 中 学 ,430010. 
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1 к_# sË _ (s + xD)( GEEA] 
ас a a afa sk 
从 而 
а.) ПСТ: 
Пс 9 = ы агу Ф 
由 引 理 可 知 
Tce +D = +, П" = ао" @ 
tt т га 
另 一 方面 


[Ha - x) = Пс -a = [| (3#-Ю(з#®- йл) = 


ра ШЕП izi 
JELEC ~ xf ака) жас ahei] 
га 


+ k 
而 上 


k б" 2 
(t -2)[2. у 


i ° Жаш 
е Еа 


所 以 ЇЇ (é х0) > ЇЇ (A2 (Fa “- ++ xka-i] > 
1 


i=l Zi ` Xa+l-i 


T. Ë РЕКЕ 
Па (а) ПР а" = 


Спі 2) o rh a (10). = Ан 2) e st л] 


Bp 
" k 
П) > о -2) + 812 @ 
гл 
@,® 代入 O 整理 可 得 
k,n 
2): ът ва укуп 
0-а [Ont - 2) е (st + tn) @ 
шаа б.н 
又 得 
k k k k 
(nt -2)# + tn = ааа ра 
nk п n 
2 
ав 
at-a) k 
Ct- 2 GSS + шга? @ 
k k k k k 
РАНЕ 
"+ 
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k a k 
(п +1). (рта ар) 
®,®@&А ®# 
I Ç аг K. 
Пе - af) > (nt - 1)" + с) жый гй. (at + 1)": Gi oE D = 
ьа ш к 
(в? – 1)" + (2) ГЕТЕ 


Е 
12.5% 


е КҮРЕ ЕДЕД: 25 
(л? = 1)". 93 РИТЕР 


Балас Е k. 
(ак) An- Pi. ТИТИ 


1 1 1 У 
"эз, тун рр > 0,X s > ”二 ,所 以 


1 
141-—4—з--—) 
TI ch- a) a (n r. аа, 
га > „у: 
гетит стр 
(n* - 1)" + сау = (п -去 )" 
参考 文献 


[1] ARAR. RRB ЕЖЕ” 证 明 一 类 积 式 不 等 式 [J] .数学 通讯 ,2004(17). 
[2] 戴 承 鸿 , 刘 天 兵 . 一 个 猜想 的 证 明 [ 刀 ]. 数 学 通讯 ,2002(23). 


[3] 胡 进 新 .也 读本 (x + E) > (л + 1) 的 证 明 [ 了 ] .数学 通讯 ,1989(2) 
[4] 徐 文兵 ,用 "零件 不 等 式 " 证 明 一 类 带 齐 的 分 式 不 等 式 []]. 数 学 通讯 ,2004(5)， 
[5] 周 金峰 , 谷 焕 春 .不 等 式 T E - <) > Ср - у" 成 立 的 另 一 限制 条 件 [J]. 中 


学 数学 研究 ,2004(8). 
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关于 几 个 不 等 式 的 证 明 


к 


PETE 2004 年 (中 学 数学 教学 参考 》 的 《进退 互 化 .成 败 相 辅 》 一 文中 给 出 如 下 一 
组 不 等 式 : 


已 知 :xi € R*,i = 1,2,3,.",n,k € БИРЭ = 1, 则 

QW a a. 

о (+!) > (+ D" 

oH( 
(z 


(2 - =) > (r - 4) Ott ъз). 
文中 对 (5) 给 出 证 明 ,而 对 (1) 至 (4) 未 给 出 证 明 . 因此 ,本 文 则 对 前 4 个 不 等 式 进行 
证 明 .首先 ,证 明 两 个 引 理 . 


引 理 1 Hab ER, i= 123. MTI (а + 3% > (TT а)* + (ТЬ). 
证 明 ”此 不 等 式 等 价 于 ü I 


W|]. П) <! 


14" 
д0) (+. ; 
п 


(8-1) t -D 


и» ñ s) 1515 
1 
(су) «к = 
所 以 
下 (有 Шш 50) - ҶО ОЙ 
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引 理 1 得 证 . 
将 引 理 1 推广 ,又 得 下 面 引 理 2. 
引 理 2 а; € R*,i = 1,2,3,…,n;j = 1,2,3,…,m, 则 


= Ха)" 


jl isl 


证 明 ”此 不 等 式 等 价 于 


因为 


所 以 


引 理 2 得 证 . 
在 下 面 的 证 明 中 ,要 用 到 如 下 的 结论 : 


Фу) = x+ hx E (0, + е), Л) ЖФ) = 1 - 点. 
M x € (0,1) Bf, 7 (x) = 1 十 < 0,/(x) MIA; 


当 xE (1, + wm) 时 ,f(x) = 1-4 > 0, f(x) 单调 递增 ; 


“x = ІВ, (а) = 0,f(x) fE x = 1 时 取 最 小 值 2. 
下 面 对 不 等 式 (1) ~ (4) 给 出 证 明 . 
对 (1), 由 引 理 1 
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由 上 面 结论 ,f(x) 在 (0,1) ЕЛМИ, М ЛСП )']= /人 2) ,四 


从 而 


Cr 
对 (2) ,同样 运用 引 理 1, 有 ` 
з af- me a) > 


(а) = I(t 


s= 


对 (3), 由 引 理 1 
(а) (ПД) Уй алд" 


因为 
[证 于 < 人 证 J] = 去 <1 
所 以 
ЛОЙ D = ЯСАП) (2) 
UTD > AA) 
Bp 


П) = МС) = (6 0 
对 (4) ,分 两 步 证 明 . 
(DA = 1 时 , 原 不 等 式 等 从 于 全 (二 -> (n - 0)". 由 于 


ys] „з a a-d а)" 
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маха 


Ga -pr 一、 二 = 
(ШЫЛ а) 
tn 


ШЕ = 1 时 (4) 成 立 . 
(П) 当 大 > 2 时 ,由 于 ( 尼 -1) = (a - D( Уа) ,那么 


k-i 


Ї(Ж-1)-+ HE -AÈ (E) e-o HSG] aa» 


720 i 


a-o {S П Таня г 


(n - D"( Ў)" = [ао )]" ак)" 
ШЕ > 2 时 (4) 成 立 . 
以 上 利用 引 理 13128 2、 平 均值 不 等 式 作出 整体 上 的 调控 ,完成 了 对 (1) ~ (4) 的 证 
明 . 另 外 ,还 可 对 上 述 不 等 式 作 如 下 的 推广 


жек, У < 上风 不 等 式 0) = (5) MRR 

ж, RAR Уч < 1 给 出 证 明 . 

NKE Da = аза < йуу, € сыр нщ + ws = 
1 > (z, > t,x +Z > х, + 二 


所 以 


即 (1) RZ. 
又 由 去 +1> ООР +149 


(5 =)> [C (в) о 
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即 (2),(4) 成 立 . 


i /[(z2 02] < Уак), BN ак +4 > (a'a) + 一 上 ,所 以 


(x А 
П) Гез о) [+ 8) 
即 (3) 成 立 . 
由 一 < 1, - m, <- x f80 < 4 -a'a < 二 -xm 所 以 
x x, 


дс)» (| - +) 
即 式 (5) 成 立 . 
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苦 乐 人 生 ”数学 相伴 


ШЕ ЖН 


笔者 1962 年 7 月 13 日 出 生 于 四 川 省 泸州 市 纳 溪 区 上 马 镇 银 坪 村 ,1980 年 在 上 马 高 中 
毕业 回 乡 .先后 在 3 个 县 5 所 中 学 代 任 初中 理科 课程 8 年 之 久 ,担任 过 农村 基层 干部 ,1995 
~ 2000 年 在 北京 餐饮 业 任 会 计 工 作 . 

笔者 8 岁 上 小 学 ,由 于 当时 正 值 文革 后 期 ,在 小 学 一 至 三 年 级 都 没有 课本 . 在 两 年 半 
日 制 初中 , 没 见 过 物理 \ 化 学 ,外语 教材 .在 两 年 的 高 中 时 期 只 有 语文 数学、 物理, 化 学 成 
绩 稍 好 些 ,1980 年 高 考 时 数学 才 考 了 67 分 . 

故乡 鸟语花香 , 山 青 水 秀 ,风光 无 限 ,但 是 经 济 文化 相当 落后 ,直到 1990 年 才 点 上 了 
电灯 ,外 加 家 庭 人 口 多 ,劳力 少 , 我 要 耕种 八 分 责任 田 , 生 活 艰辛 曲折 . 在 空闲 时 ,山村 男 
人 (也 有 女人 ) 多 数 以 打牌 赌钱 消磨 时 光 ( 我 的 父母 和 兄弟 特 爱 ) , 苦 中 寻 乐 .在 赌 风 浓厚 
的 环境 中 ,我 的 兴趣 与 众 不 同 ,别具一格 :人 们 发 现 我 的 嗓音 雄浑 激越 ,常常 叫 我 唱歌 讲 
故事 ,以 此 丰富 文化 生活 ;另外 ,我 爱好 诗词 ,喜欢 看 书 . 

我 的 人 生 之 路 沧桑 艰辛 ,在 年 少时 一 次 被 洪水 冲 走 , 一 次 一 人 上 山 砍 此 落 崖 ,两 次 均 
差点 丧命 .特别 在 1984 年 冬 ,本 人 考 上 了 乡镇 招聘 干部 ,但 情 因 自 己 “ 朝 中 无 人 莫 做 官 ， 
寒 透 青春 心 ”`. 次 年 婚 后 相继 添 了 两 个 小 新 人 ,增添 了 人 生 之 乐 . 

本 人 先 有 三 个 爱好 :喜欢 听 歌 ,唱歌 ;喜欢 欣赏 书法 ;喜爱 文学 ,特别 喜欢 散文 和 古典 
诗词 中 的 名 篇 名 句 , 并 仿 写 诗词 .1995 年 在 专辑 《闪光 的 青春 》 上 发 表 了 处 女 作 《 敬 纪 邓 
盛 刚 》 诗 三 首 . 同年 秋 在 北京 参加 首届 中 华 诗词 大 赛 ,《 清 明 散 咏 》 获 二 等 奖 .并 先后 在 
《 沪 州 报 》 上 发 表 诗作 多 篇 .2005 年 又 在 沪 州 教育 网 上 发 表 组 诗 ( 共 18 首 ). 

1986 年 春 ,我 在 县 新 华 书店 买书 时 , 买 了 一 本 《古今 数学 趣 话 》( 定 价 1.5 元 ), 回 家 后 
细 读 时 ,被 书 中 的 中 外 数学 大 师 的 精彩 历程 所 打动 ,对 他 们 产生 了 深 深 的 敬 莫 之 情 .以 前 
我 觉得 数学 园林 里 浓 烟 弥漫 ,模糊 不 清 , 好 像 覆 盖 了 一 层 神秘 的 面纱 ;觉得 数学 的 围墙 密 
不 透风 , 高 不 可 攀 ; 觉得 数学 深奥 难 懂 , 枯燥 无 味 ; 觉得 数学 难以 理解 ,使 人 忘 而 却步 

当 我 怀 着 激动 . 敬 莫 的 心情 细 细 看 完 这 本 书 时 ,我 仿佛 走 进 了 美丽 的 数学 世界 , 深 深 
地 陶醉 于 那 无 限 的 绮丽 风光 .从 此 我 知道 了 什么 是 布 洛 卡尔 点 和 费 尔 马 点 ,什么 是 欧 拉 
线 和 西 姆 松 线 ,什么 是 费 马 大 定理 、 哥 德 巴赫 猜想 、 四 色 定理 和 拿破仑 定理 ,什么 是 亲 和 
数 、 完 全 数 ,无限 数 、 四 元 数 . 

为 了 养家 建 房 ,我 不 仅 做 过 会 计 工作 ,还 拉 过 煤 , 当 过 建筑 工 , 干 过 砖 厂 , 进 过 花 场 和 
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玻璃 厂 ,至 今 在 耐 奇 锁 厂 .但 是 自从 1986 年 读 过 《中 外 数学 趣 话 》 之 后 ,我 的 业余 爱好 不 
仅 是 爱 读 文 学 书籍 和 写 诗 , 而 且 戒 烟 省 钱 买 高 等 数学 书籍 , 订 数 学 杂志 及 相关 数 奥 书刊 . 
由 于 生活 所 迫 和 时 间 关 系 ,我 爱好 数学 在 时 间 上 是 断断续续 的 ,不 连续 的 ,就 像 离散 函 
数 .但 是 ,毕竟 我 爱 到 了 今天 . 

记得 当年 我 发 现 了 些 数学 小 结论 ,写成 文 后 多 次 向 几 家 数学 刊物 投 寄 , 以 期 发 表 , 但 
均 未 成 功 .没有 不 透风 的 墙 ,人 们 知道 了 便 议论 纷纷 , 风 言 风 语 数学 那么 高 难 ,大 学 
生 都 投稿 难 中 ,何况 你 一 个 山区 农民 ,简直 是 白 日 做 梦 ,异想天开 …… 但 是 ,我 已 深 深 地 
爱 上 了 数学 ,并 因此 而 人 迷 , 如 痴 如 醉 .终于 ,我 在 《厦门 数学 通 迅 )1987 年 第 四 期 上 发 表 
了 处 女 作 《一 个 数学 问题 的 新 证 》, 后 来 又 相继 在 《数学 通 迅 》《 中 等 数学 》 等 刊物 上 发 表 
作品 . 

从 此 ,我 体会 到 数学 具有 和 谐 美 .对称 美 简捷 美 .奇异 美 .从 此 ,我 觉得 数学 是 彩云 ， 
是 星 月 ,五 彩 缤纷 ,光彩 照 人 ;数学 是 乐曲 ,是 歌声 , 清新 悦耳 , 悠扬 动听 ;数学 是 鲜花 芳 
草 ,是 玉 液 琼 浆 ,芳香 四 溢 , 香 甜 可 口 , 回 味 无 穷 ;数学 是 美女 ,是 天 仙 , 美 艳 绝世 , 夺 魄 勾 


我 曾 幻想 ,如 果 数 学 是 块 玉石 ,我 愿 当 一 位 雕刻 匠 , 将 它 精 雕 细 刻 , 铸 成 一 件 巧 夺 天 
[的 艺术 品 ;如 果 数 学 是 粒 珍贵 的 树种 ,我 愿 做 一 位 园丁 ,辛勤 地 将 它 浇 水 施肥 , 修 枝 前 
叶 , 看 着 它 生根 发 芽 , 开 花 结果 ,长 得 枝 繁 叶 茂 ,直到 长 成 参天 大 树 ;如 果 数 学 是 一 片 色 彩 
焰 目 的 彩 锦 , 我 多 想 成 为 一 位 绣花 女 ,为 它 锦上添花 …… 
附 笔者 诗作 选 : 


采 茶 篇 
春风 伴 我 步 茶园 , 染 自 千 需 二 月 天 . 
巧 手 穿梭 织锦 绣 , 玉 指 弹琴 谱 新 篇. 
山歌 飘 出 水 村 外 ,彩云 映 红 桃花 面 . 
满载 新 叶 归 何 处 ? 芳 草 池塘 夕阳 边 . 
方 山 春 咏 
最 言 方 山 春 来 景 ,林木 参天 花 满 径 . 
石狮 奇 塔 金 座 佛 ,罗汉 香 阅 玉 观 音 . 
幽 景 千 般 飞 烟云 ,佛珠 一 对 照 乾坤 . 
钟 声 招来 天 下 客 ,风光 无 限 非凡 尘 . 
家 ў 
抽 闲 相 邀 同 家 访 ,夕阳 无 边 挥 汗 行 . 
攀岩 登 峰 观 山水 ,谈笑风生 话 古 今 . 
杯 杯 营 芳 好 客 意 ,点 点 滴 滴 师 生 情 . 
立志 辛勤 育 桃李 , 莫 负 家 长 一 片 心 . 


W> 
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江南 四 季 披 绿 绸 ,人 竹 海 泛 波 自修 悠 . 
枝 枝叶 叶 皆 有 用 , 野 岭 荒 丘 别 无 求 . 
风 折 雪 压 经 冬夏 , 雨 打 霜 侵 傲 春秋 . 
自古 丹青 偏爱 竹 , 高 风 亮 节 比 风流 . 

银 坪 风 光 
故乡 本 仙境 ,风光 赛 凡尘 . 
交错 溪 河 锋 , 纵 横 岭 峰 青 . 
鸟 吹 无 孔 笛 , 蛙 鸣 不 弦 琴 . 
桃源 何 处 更 ?江南 银 坪 村 . 
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一 个 竞赛 数学 爱好 者 的 学 习 历 程 
Е 


我 没 参 加 过 数学 竞赛 ,我 的 竞赛 数学 水 平 充其量 也 就 是 点 "三脚 猫 ” 功夫 ,实在 不 足 
为 外 人 道 的 ,承蒙 刘 培 杰 老师 错爱 ,在 《数学 奥林匹克 与 数学 文化 》 上 发 表 两 篇 小 文 , 刘 
老师 要 我 谈 谈 学 习 数学 的 经 历 ,但 我 深 知 ,我 以 往 所 学 还 不 足以 使 我 在 数学 方面 说 出 有 
价值 的 东西 ,尤其 是 在 (数学 奥林匹克 与 数学 文化 》 这样 严谨 的 书籍 上 ,更 不 敢 造 次 . IN 
刘 培 杰 老 师 一 再 鼓励 ,性 铠 再 三 , 略 陈 中 学 时 代 所 学 和 对 当前 中 学 数学 教育 的 看 法 ,以 期 
与 竞赛 数学 爱好 者 共勉 . 

我 觉得 自己 很 幸运 ,高 中 时 ,我 的 几 位 数学 老师 引导 我 走 进 数学 的 广阔 天 地 ,他 们 推 
荐 我 读 了 些 现在 看 来 是 非常 有 用 的 书 ,记得 那 时 (20 世 纪 70 年 代 末 ) 书店 里 远 不 像 现在 ， 
各 种 教 辅 书 铺天盖地 ,但 20 世纪 60 年 代 初 由 华罗庚 等 大 数学 家 写 的 一 些小 册子 ” 却 有 
出 售 了 ,如 华罗庚 的 《从 孙子 的 神奇 妙 算 谈 起 》《 从 杨辉 三 角 谈 起 》《 从 祖冲之 的 圆周 率 
谈 起 》《 数 学 归纳 法 》《 从 单位 圆 谈 起 》, 闵 山 稚 的 《 格 点 和 面积 》, 江 泽 函 的 《拓扑 》, 蔡 宗 
熹 的 《等 周 问题 》, 常 庚 哲 、 伍 润 生 的 《复数 与 几何 》, 史 济 怀 的 (平均 》, 故 异 的 《从 刘 徽 割 圆 
谈 起 》, 莫 怀 威 的 《函数 的 极 大 极 小 问题 》《 一 笔画 与 邮递 线路 问题 》( 忘 记 作 者 ), 许 纯 盘 
的 几何 著作 里 面 的 习题 我 几乎 都 做 了 . 此 外 还 自学 了 黄 正中 的 《高 等 数学 》( 未 学 完 ), 这 
是 当时 我 在 新 华 书店 里 能 见 到 的 读物 . 遗憾 的 是 上 述 著作 多 从 老师 及 同学 处 借阅 (经 济 
原因 ) , 待 我 有 了 条 件 欲 购买 时 却 已 绝版 了 .真希 望 那 套 “数学 小 丛书 ”能 够 再 版 此 外 读 
得 比较 透 的 是 华罗庚 作 序 的 1978 年 全 国 中 学 数学 竞赛 题 集 .这 书 现在 也 不 可 得 了 , 华 老 
在 序 中 给 出 的 下 文 问题 (6) 的 优美 证 明 , 当时 使 我 非常 震撼 , 尽管 用 Ceva 定理 及 
Menelaus 定理 可 以 轻易 证 明 该 题 ,但 华 老 的 三 角 证 法 ,可 谓 令 人 叹为观止 . 大 约 在 高 二 
时 ,从 一 本 杂志 上 读 到 Morely 定理 的 余 统 定理 证 法 , 遂 对 公式 sin За = 4sin asin(6 + 
а)ѕіп(60 — a )(my pet formula) 刻骨 铭 心 .后 来 陆续 读 到 一 些 纯 几何 证 法 (1982 年 上 海 市 
数学 竞赛 曾 把 Morely 定 理 作为 第 二 试 的 压轴 题 ) 其实 蒋 声 教授 在 1980 年 出 版 的 《从 单位 
根 谈 起 》 这 本 精彩 的 小 书 中 ,用 复数 的 方法 彻底 研究 了 Morely 三 角形 问题 ,发 现 了 18 个 
Morely 正三 角形 而 且 给 出 Morely 定理 一 个 十 分 漂亮 的 复数 证 法 .奇怪 的 是 近年 来 不 断 有 
人 重复 蒋 声 的 工作 ,并 作为 新 的 发 现 . 

更 让 我 觉得 幸运 的 是 ,下 面 这 些 问 题 是 我 的 老师 在 课堂 上 讲 过 或 在 测试 中 考 过 的 : 

(1) 对 锐角 全 4BC ,求证 :tan A + tan B + tan С = tan Atan Btan С > 343. 

(2) 对 任意 人 A4BC ,求证 :cot A + cot B + cot C > V3. 


upan i-d 
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(3) 求证 :等 周 长 的 所 有 三 角形 中 ,正三 角形 具有 最 大 面积 . 

(4) 求证 :等 周 长 的 所 有 四 边 形 中 ,正方 形 具有 最 大 面积 . 

(5) 求证 :四 边 长 固定 的 所 有 四 边 形 中 , 圆 内 接 四 边 形 具 有 最 大 面积 . 

(6) 四 边 形 ABCD 的 两 组 对 边 DA, CB KAB , DC 延长 后 相交 于 K,L, 对 角 线 DB 延长 
后 交 KL РЕ, АС 延长 后 交 KL 之 延长 线 于 G, 如 图 1 所 示 , 求 证 


KF _ КС 
FL ` GL 
D 
А, 
С 
К F Y G 
图 1 
(关于 题 (6) 最 好 读 一 下 华罗庚 大 师 的 精彩 证 明 ) 
(7) sin За = 4sin аѕіп(60 + a)sin(60 — а) 


сов За = 4cos acos(60° + a )cos(60° — а) 
tan За = tan аіап(60 + a )tan(60° - а) 
(8) tan 6°tan 42°tan 66"tan 78° = 1 


(9) EAM + 22 = 1(а > b > 0), P(zo; yo) 是 本 加 外 一 点 , PA, PB 是 本 加 的 
两 条 切线 ,4,B 为 切 点 ,下 为 椭圆 的 一 个 焦点 ,求证 :和 PFA = Z РЕВ. 


(10) BEAMS + 2; = 1(а > b > 0),P(xovyo) 是 本 加 外 一 点 ,PA, PB ЯНО 


两 条 切线 ,4 ,8B 为 切 点 ,FF 为 椭圆 的 一 个 焦点 ,0 为 椭圆 上 异 于 4,B 的 动 点 ,过 Q 的 动 切 
线 交 РА,РВ ЕМ, №, ЖЕ: МЕУ 为 定 值 . 


(11) 设 0 < 9 < Za > 0,b > 0,2 —b 的 最 小 值 . 


соз Ô + sin Ô 
(12) 已 知 椭圆 mx? + ny? = 1(m > 0,n > 0), М(хо, уо) 是 椭圆 内 一 点 ,直线 L: 
Ax +By + С = 0 过 点 M, 交 椭圆 于 P,Q 两 点 , 且 М 为 线段 PQ 的 中 点 ,过 点 M 的 直线 
1: Aix + Biy + Ci = 0,12: Азх + Ву + C2 = 0 
分 别 交 椭圆 于 Е, С Ë F, H, ER EH 及 FG 交 直 线 L + U, V, Н EF Ж GH 交 直 线 L 于 
S, TRUE: US = TY( 结 论 对 其 他 二 次 曲线 亦 成 立 ) 
在 今天 的 奥赛 选手 看 来 ,上 述 题目 也 许 太 老 套 了 ,根本 不 值 一 晒 ,但 请 注意 ,这 些 当 
年 在 重点 中 学 很 平常 的 问题 ,现在 除了 奥赛 选手 还 有 几 个 学 生 知道 呢 ? 
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上 述 题目 是 我 在 高 中 时 做 过 ,而 现在 仍 清晰 地 记得 的 题目 ,实在 算 不 上 难题 ,但 每 当 
有 高 中 同学 要 我 指导 时 ,我 便 拿 这 些 题目 测试 他 们 , 令 人 吃惊 的 是 很 少 有 人 知道 并 给 出 
正确 解答 

迄今 为 止 ,我 在 数学 方面 的 思考 可 以 说 无 足 挂 齿 ,我 最 “得 意 ” 的 东西 不 过 是 高 中 时 


读 了 歼 异 教授 的 《从 刘 徽 制 圆 谈 起 》 后 Т рэр» -$ 的 方法 算出 


PEDI 16 = а. 大 一 时 ,在 高 等 代数 课 中 学 了 对 称 多 项 式 理论 后 ,又 算出 


УУ 
= 


pS 


= Jo Ж2) 18 1 = 兄 555， 再 往 下 算 就 不 胜 其 繁 了 . 待 到 学 了 传 里 叶 级 数 后 , 方 


知 利用 贝 舅 数 可 以 方便 地 计算 六 0 € N°). 


我 想 指出 的 是 ， 数学 教育 或 教育 数学 都 应 当 教 给 给 学 生 们 正确 的 数学 观念 ,数学 不 是 
“算术 ”或 “ 算 学 ”, 更 不 仅仅 是 一 种 技能 或 一 件 工具 . 数学 是 一 种 语言 ,是 美学 ,是 哲学 ， 
是 文化 ,数学 思想 是 人 类 文明 最 为 辉煌 的 成 就 ;因此 中 学 数学 教育 必须 传授 数学 的 经 典 
内 容 ,而 不 能 以 高 考 目标 和 能 力 要 求 制约 高 中 数学 教学 水 平和 对 学 生 的 能 力 要 求 . 否则 
将 严重 妨碍 对 青少年 的 智力 开发 和 创新 能 力 、 研 究 能 力 的 培养 . 

然而 我 们 是 怎样 对 待 数学 的 呢 , 中 小 学 课堂 里 的 数学 正在 变 成 支离破碎 的 东西 , 数 
学 教育 在 功利 主义 和 高 考 指挥 棒 的 控制 下 ,已 经 变 得 俗 不 可 耐 ,就 像 罗 声 雄 教授 在 (数学 
的 魅力 》 一 书 中 所 说 的 “即使 你 把 中 学 数学 减少 到 只 剩 下 整数 的 四 则 运算 ,人 们 照样 可 
以 制造 出 成 千 上 万 道 难题 ,不 仅 可 以 难为 学 生 , 而 且 可 以 难 倒 老师 ”. 

可 以 说 ,现在 成 千 上 万 的 中 学 生 正在 接受 不 合格 的 数学 教育 ,我们 的 教师 们 在 应 试 
教育 的 大 棒 指 挥 下 ,正在 做 这 样 一 种 “伟大 的 ”工作 一 一 教 没有 掌握 数学 的 孩子 们 考 数 
学 (其 他 学 科 也 一 样 ) 的 高 分 ,我 不 是 在 危言耸听 ， 学 生 , 期 末 数学 考 了 140 多 
分 ,可 寒假 作业 上 这 样 一 道 题 :已 知 x > 0, 2a? + 3 的 最 小 值 却 束手无策 ,而 他 们 是 某 
省 级 示范 高 中 理科 重点 班 的 学 生 . 

数学 是 解 题 的 艺术 ,但 解 那些 无 聊 ,无 用 的 应 试 八股 ,是 对 智力 的 摧残 而 不 是 锻炼 . 

我 之 所 以 喜欢 竞赛 数学 ,是 因为 竞赛 数学 对 初等 数学 概念 的 演绎 更 接近 数学 的 本 
质 ,更 贴近 数学 文化 ,已 故 名 师 孙 维 刚 在 北京 市 22 中 的 试验 表明 ,人 掌握 数学 知识 并 不 需 
要 太 多 的 (如 果 不 是 要 当 数学 家 的 话 ) 天 赋 , 从 中 考 成 绩 一 般 的 学 生 中 ,也 能 培育 出 IMO 
的 金牌 选手 ,所 以 我 建议 那些 被 "应 试 技巧 ” 害 苦 了 的 同学 们 , 读 一 读 刘 培 杰 老 师 的 书 ， 
跳出 题 海 ,享受 数学 带 给 我 们 的 快乐 . 

我 喜爱 数学 ,因为 数学 具有 一 种 至 高 无 上 的 美 ,就 像 大 数学 家 高 斯 所 赞美 的 一 一 数 
学 是 科学 的 皇后 . 著名 数学 家 徐 利 治 在 《科学 文化 人 与 审美 意识 》 一 文中 说 ,数学 是 一 门 
最 美的 科学 “没有 哪 一 门 艺术 能 比 数 学 更 有 效 地 修饰 人 们 的 心灵 ”, 数 学 教会 人 们 客观 
地 ,公正 地 对 待 事物 和 处 理 问 题 ,数学 能 杜绝 人 们 的 主观 偏见 ,激发 人 们 对 真理 的 热爱 ， 
并 增长 人 们 追求 真理 的 勇气 和 毅力 . 
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我 喜欢 数学 , 还 因为 在 数学 的 思考 中 , 我们 可 以 获得 一 种 精神 的 满足 (Intellectual 
Satisfaction) ,因为 没 人 会 怀疑 哈代 的 名 言 :想象 的 世界 比 真实 的 世界 更 美好 ( Imaginary’ 
universes аге so much more beautiful than this stupidly constructed “real” опе). 

在 经 历 一 日 ,甚或 数 日 数 夜 繁忙 的 警 务 活动 , 洗 去 疲劳 ,睡眠 之 前 , 躺 在 床上 ,在 柔和 
的 灯光 下 读 几 页 一 流 作 者 的 数学 著作 ,感受 心灵 的 宁静 , 那 感觉 真是 太美 好 了 1! 
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平均 值 不 等 式 与 数学 文化 


ШЕ Ж 


1 春 到 人 间 


众所周知 ,对 于 任意 两 个 数 a, a, RNA 
Va - Маз) > 06 HA > ша» ° 
显然 , 式 © 等 号 成 立 仅 当 al = а. 
对 于 3 个 正 数 a, ar аз 而 言 , 应 用 式 ,并 记 Y атазаз = Geama = 6%, 
К + аз >2\уаа› 
as + G > 2 / Gas 


=> а + а + Gs + G > 2(V aras + V Gas) > 


аааз: баз = 44 @ + G = 4G> 


ai + as + as > 3G> еы > J ama © 
在 没有 诞生 平均 值 不 等 式 以 前 ,用 最 原始 的 式 @ ,巧妙 组 合 ,建立 了 式 @. 
此 外 ,如 果 我 们 作 代 换 


(а,аз,аз) = (х?,у?, 2) 


x) + y) + 2 – 3xyz = (x + y + 2)(а2 + y2 + 2 - ху — yz - zz) = 
Lla ya Dil- y) + (y- 2) + (z - x] > бэ 
x3 + у? + 23 > Зхуг=у 
m: ate > Yama 
等 号 成 立 仅 当 
х- у= у-2= 2-х = Оба = а = аз 
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可 见 , 用 此 法 也 能 推出 式 @ 来 ,并 且 , 细 心 的 人 会 发 现 ,从 上 述 分 解 因 式 可 知 ,只 要 
x,y, z 满足 条 件 x + у + z > 0, 就 会 有 


x+y+zE0e+ 人 + 了 3>>3xyz @ 
反之 ,如 果 *+y+z<0, 则 
x + y + z < Оол? + у? + Z < 3xyz @ 


这 充分 表明 : 式 O 成 立 的 充 要 条 件 , 可 以 从 “ai, az, as > 0 HAA Ya + V az + 
Маз > 0", 这 是 一 点 小 小 的 新 发 现 . 
再 继续 ,对 于 4 个 正 数 ai, az, a3,a4, 我 们 依照 式 @ 的 推导 方法 有 
i + аз > 24/ аа; 


az + а > 2 / азаа. 
а + a + аз + аз > 20 Гата + V аза) > 44 aiamaa 
аа Уататазаа © 
等 号 成 立 仅 当 
É = ax,as = а 
仿照 式 O 的 推导 技巧 ,对 于 n = 2"(m € №), п H 2 АКОН, 7 
mamat Siaa © 


其 实 ,如 果 我 们 记 m(nE М) DEX ai, az, , an 的 算术 平均 值 为 4,, 几 何平 均值 为 
Cr BZ An > Cn, BI 
定理 1 设 ol,az，…… ,an(n € М) 为 n 个 正 数 , 则 有 不 等 式 


ai + a2 + "°° + a, 
—— „ауа, (А) 


п 
等 号 成 立 仅 当 al = az = = а,. 
AFRA) 的 证 法 很 多 ( 约 有 20 种 ) ,但 只 有 用 反 向 归纳 法 证 明 最 简洁 : 
证 明 (1) 当 n = 1,2,3,4 时 ,我 们 已 证 明 式 (Al) 成 立 ; 
(2) 假设 当 n = k + 工时 , 式 (Al) 成 立 , 则 有 


а + + ak + G, > (k +1) arca, = (k + 1) / Сї, G, = (k +1)G,ə 


a+ aa + + а > к= ещ > Varay" a 
这 表明 当 n = k HRCA) 也 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 al = a = = а, = бү. 
综合 上 述 (1) 和 (2) 知 ,对 任意 n € N, 式 (Al) 成 立 . 
放眼 观望 , 式 (Ai) 确实 结构 对 称 ,外 观 漂亮 ,形态 优美 , 状 如 路 江 大 桥 , 靓 如 飞天 彩虹 . 
爱 追 根 溯源 的 “考古 者 ” 也 许 要 问 :“ 式 (Al) 诞生 于 何 时 何 地 呢 ?“ 江 人 何 时 初 见 月 ， 
江 月 何 年 初 照 人 ?” 其实 , 当 你 翻 开 那 ( 人 类 数学 发 展 史 》 时 , 便 知道 :法 国 著名 数学 家 柯 
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西 , 早 在 1821 年 的 著作 中 ,就 建立 了 不 等 式 (Aj) .后 来 ,人 们 习惯 地 把 式 (Ai ) 左边 叫做 n 
个 正 数 el,az，…，,an 的 算术 平均 , 记 为 A, 或 4, 把 右边 叫做 几何 平均 , 记 为 G, RG, HE 
RA) 取 名 为 "平均 值 不 等 式 ” 或 “算术 - 几何 平均 值 不 等 式 ”. 

显然 , 式 (Al) А ООО 的 一 个 统一 与 推广 , 它 的 用 途 广泛 而 重要 ,便于 记忆 .在 20 
世纪 ,人 们 围绕 初等 数学 中 这 一 重要 不 等 式 的 证 明 应 用 加 强 推广 ,数学 工作 者 和 爱好 
者 们 对 它 进行 了 广泛 深入 的 探讨 和 卓有成效 的 研究 ,取得 了 一 系列 重要 成 果 , 深 深 地 吸 
引 了 国内 外 众多 的 读者 .特别 是 它 那 广 泛 的 用 途 , 如 果 至 今 人 类 还 没有 发 现 定理 1, 那 么 
人 类 的 数学 至 今 可 能 也 未 发 展 壮 大 . 

自从 定理 1 的 出 现 , 人 们 就 逐步 把 平均 的 概念 和 定义 不 断 延伸 ,扩展 、 推 广 ,新 生 了 
指数 平均 对 数 平均 .对称 平均 …… ,但 重要 而 又 常用 的 是 调和 平均 、 短 平均 、 加 权 平 均 
及 加 权 冠 平均 ,自然 地 新 生 了 不 等 式 ,如 千 平 均 不 等 式 

aj + а + +а 1 ай + а + + аё 1 
(е р ) > (一 “ u )6 Ф 


其 中 a > B, 并 定义 (可 用 极限 求 ) 
54 
(27 —)0 = Jajar“ a, 
因此 , 当 取 特 例 a= 1,8 = 0 时 , 式 O 化 为 式 (A1) ,所 以 式 O 是 式 (Ai) 的 指数 推广 : 
再 将 式 O 从 系数 方面 进行 推广 ,就 是 加 权 罕 平均 不 等 式 


(È patt > (Š pad @ 


Ih pi € 0.00 < i < n€ N.R = 1. 
特别 地 , 当 p, = ER O 化 为 式 @, 并 定义 
праб) = анаар 
自然 地 , 当 取 a = 1,8 = 0 时 , 式 O 化 为 加 权 不 等 式 
È pa; > ñ ай 9 
可 见 , 上 述 不 等 式 之 间 彼此 有 "血缘 关系 ", 为 清楚 明白 ,我们 把 它 图 示 如 下 


加 权 等 平均 不 等 式 


平均 值 不 等 式 
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可 见 ,上 图 中 的 四 个 不 等 式 关系 复杂 ,盘根错节 . 关于 这 方面 的 系统 介绍 ,简直 可 以 
写成 一 本 内 容 丰富 精彩 的 书 ,如 史 济 怀 教授 著 的 《平均 》. 在 数学 欣赏 上 ,笔者 是 唯美 主义 
者 ,不 美妙 不 欣赏 ,不 精彩 不 收藏 . 故 本 文 介绍 一 部 分 适合 中 学 数 奥 ,颇具 启发 性 和 趣味 


性 的 美妙 结论 . 
Ж @ Р, л = 3, 便 得 3 元 加 权 不 等 式 
pia) + рзаз + рзаз > а аваз 
ЖЧ p; € (0,1)(i = 1,2,3), Н pi + pa + рз = 1. 


当 取 pi = ps = ps = 十 时, 式 @ 化 为 式 @ 


因此 , 式 四 是 式 @ 的 系数 推广 . 
由 于 式 @ 的 一 个 加 强 是 3 元 对 称 不 等 式 
(al + аз + аз)? > 3( aiaz + азаз + азал) 
而 笔者 在 过 去 已 介绍 过 上 式 的 一 个 系数 推广 
[(À, + Аз)а + (Аз + Аз) аз + (Ау + Ah2)a3] > 
4(А1А2 + АзАз + Азд) (ааз + asas + аза) 
ҢА аб = 1,2,3) 均 为 正 数 ,等 号 成 立 仅 当 Аар = А›/а› = Аз/аз. 
显然 , 当 A = А = h3 时 , 式 ORNAR O. 
在 式 @ 中 应 用 3 元 平均 不 等 式 ,有 


LX az + 3)a] SADA) (X алар) > 12( 272425) + (ааз ° azas * 


12027414) (a1 0203) 
(Аз + Аз)а + (Аз + à1)az + (Ài + à2)a3 > 
2/3(АуА› + АзАз + АзАу) V a1a203 
等 号 成 立 仅 当 A1 = А; = Аз 及 al = аз = as. 
因此 , 式 O ER O 的 又 一 个 系数 推广 . 
联想 到 许多 数 奥 资料 上 均 可 见 到 的 三 角 母 不 等 式 
a} + аў + аў > 2(азазсоз А + asajcos B + alazcos С) 
其 中 А,В,С ААВС 之 三 内 角 , 等 号 成 立 仅 当 


aicsc А + aese В = азсзс С 


式 @ 配方 为 
(al + а + a) > 27) аза5(1 + сов А) = 


4(азазо? А + азасо? Ё + araeo? С) 


于 是 ,我 们 又 得 到 了 式 @ 的 一 个 新 的 系数 推广 . 


@ 


1 
a3a1)3 = 


® 


由 此 可 见 ,3 元 平均 不 等 式 与 3 元 对 称 不 等 式 均 有 两 个 系数 推广 ,真是 好 事 成 双 . 
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2 百花 芬芳 


有 了 定理 1 作 强 而 有 力 的 武器 ,我 们 就 能 解 证 许多 妙 题 . 
结论 1 设 x,y,z > 0, 求 证 : 
信人 大 区 ы y (a sp (B) 
(Ву) 的 外 形 就 优美 庞大 ,好 像 在 向 我 们 挑战 .如 果 按 常规 思路 将 式 (Bi) 两 边 展 
开 再 进行 配方 比较 , 那 复杂 程度 真是 让 人 望而却步 , 因此 , 对付 这 类 题目 宜 用 代 换 法 知 
取 


证 法 1 $ 
х+у+т=а+Ь+с 


x=b+c-a>0 


y+z=2a>0 
[с-з > 00 


y=c+a-b>0 
Ah z=a+b-c>0 
由 此 可 见 以 a,b,c 为 三 边 长 可 以 构成 面积 为 A 的 ААВС, А] 
164? = (a +b+c)(b+c-a)(c+a- b)(a +b - с) 
BK(Bi) 化 为 


(а)? > 20а + b + e) 164? Ф 


应 用 公式 A = SECR у A ABC 外 接 贺 半径 ), 得 
a +b + с < 3/3/Pessin A + sin B + sin С 33 @ 
上 式 为 熟知 的 三 角形 正弦 和 不 等 式 ,等 号 成 立 仅 当 
= B = C = беа = b = сох = y = z 
即 式 (B,) 成 立 .等 号 成 立 仅 当 x = y = z. 
以 上 简洁 漂亮 的 代 换 证 法 ,简直 是 “ 智 取 华山 ,难题 巧 解 .其 实 ,事情 只 有 相对 ,并 非 
绝对 ,只 要 方法 得 当 , 不 用 代 换 法 ,我 们 仍然 可 巧 解难 题 . 


证 法 2 由 于 
> - 1) 0 н> 05] 1 зу) == 
(>)yz)2 > 3хуг( >)х)— 

ЦОР > my © 
AR @ 可 知 , 欲 证 明 式 (B), 只 须 证 明 
Паз) > 40090) Ф 
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记 
t = Dx(y + 2) > >)2mz = 6xyz @ 
式 Ф 两 边 展开 得 
9( + 2xyz) > 8(t + 3zyz)=t > 6xyz 
即 式 O 成 立 , 从 而 式 (Bi) 成 立 .等 号 成 立 仅 当 x = y = z. 
如 果 我 们 应 用 平均 值 不 等 式 , 易 将 式 (Bi) 完善 成 一 个 双向 不 等 式 
2 >: 3 
т) (B) 


з 2 J| O > х 3 


如 果 设 yz = (3 )?, 那 么 式 (Bi) 简化 为 


(x + у)2(у + z)2(z + x)? > (x + y + z)° @ 
与 式 (Bi) 形状 结构 相关 的 有 : 
结论 2 设 x,y > 0, 则 
EHP „ (HJ. (240) „/ (+ туз (B) 


证 明 WRB) 中 间 量 为 已 , 则 应 用 平均 值 不 等 式 有 
; (2x + y) + (z + 2у) ц _ (X + Yy4 
P <[ 6 Ja (27) 


RB) 左边 不 等 式 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 х = у. 
FTIR еа > (一 
ху = b 


a 
p= (2 二 .2 二 2 = [а +a tdp, 


( 
2 
_ 
E 


Р» (CDE = У xy( 
即 式 (B,) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 x = y. 
可 知 , 式 (B,) 从 难度 上 讲 , 它 也 不 是 一 务 省 油 的 灯 ,但 由 于 我 们 代 换 得 巧妙 ,自然 证 
得 轻松 , 且 此 证 法 技巧 启示 我 们 : 式 (B) 可 以 推广 为 一 个 漂亮 的 
结论 3 设 x,y > 0,р,д > 0, 且 10pg > 3(p? + 42), WA 
092% > аА ZN (B) 
显然 , 当 p = 2,9 = 1 时 , 式 (B) 化 为 式 (B), 当 P = q = 1 时 , 式 (B) 式 仍然 成 立 . 


此 , 式 (B) 是 式 (B) 的 系数 推广 . 


н 
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分 析 MARO) 右边 的 分 子 ,如 果 应 用 柯 西 不 等 式 , 有 
(рх + qy)(py + qx) > (p Vay + q Уху) = (р + 9)xy 


或 (рх + qy)(qx + ру) > (V рах + V рду)? = pq(x + у)? 
因此 ,如 果 仍 记 式 (B;) 中 间 量 为 P, 那 么 应 用 柯 西 不 等 式 只 能 得 到 
Р > (ху)? 
2 
或 P> ніз + у) 
而 得 不 到 式 (Bs) 右边 的 结果 . 


另 一 方面 ,应 用 平均 值 不 等 式 有 


(рх + qy)(py + qx) < [ 


(px + ду) + (ру + qz) р Е 
2 = 


(р + 4)#(®3-ЭУзъР < (251)* 
这 就 是 式 (Bs) 左边 结论 .因此 ,我 们 只 须 另 辟 新 路 ,证 明 
Р» уук 
即 可 . 
证 明 ”由 已 知 条 件 有 
10pg > 3(р? + 92) 一 16pg > 3(p + 4)? 
记 Т = (рх + qy)(qx + py) = р(х? + у?) + (р? + ф)ху = 
44 (22 + (p - q)2(V/ ху)? 


окне) КЫЙ 
Жули. ае rio pm = 


记 S = 4pq + (p - q)2 = (p + 4)? 


S[asm . pP- VSP = dr > a 


其 中 а = 16pq/S,B = 4(p - q)?/S 
再 设 t = a -3 = (16pg - 35)/5 = 1609—3007 + 29) 
M): > 0, 于 是 


2 
(+8 =а+В-3 = 16m+4P 97 з. 


Р > аф = а? - а. № = а-а > 
а be = аў. Ы? = аЬ 


Р > ab = Vay EY 
综合 上 述 , 式 (Bs) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 x* = y. 
-图 - 
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更 奇妙 的 是 ,如 果 应 用 结论 3, 我 们 还 可 得 到 更 美妙 的 : 
结论 4 设 x,y,z,p,g,r > 0, 且 有 10pg > 3(р? + 4?),10фг > 3(4 + г?),10тр > 
3002 + p2),i P = АВС, Ж 
А = (ау (2+ ру) 


р+9 
B = (#t Y) . (E + gy) 
q+r 94+т 
с=(®+н), E + pš) 
жр) Стар 
则 有 不等式 
(Fara pm (et (в,) 


可 见 , 式 (Bs) 左边 的 结果 与 式 (Bi) 一 致 , 应 用 式 (Bi) 和 平均 值 不 等 式 易 证 ,但 右边 
结论 与 式 (Bi) 右边 结果 相 比 


+ = [ (2+7+2)- э ст 


(зу) (жуг) ° 


即 式 (B4) 的 右边 比 式 (Bi) 的 右边 要 弱 一 点 ,尽管 如 此 , 式 (Bs) 仍然 是 一 个 “ 胖 美人 ”. 
证 明 ”利用 结论 3 有 


A > #зу(®37у^ 
Bs ya NA 
c> Jat 
T P = АВС = Vaal (ES e (220. (三 二)2]3( 应 用 式 (B)) > 


(Мз). Сау HHHP > [Cay (++ 294 
3 3 


等 号 成 立 仅 当 * = y = z. 
为 了 给 式 (Bi) 寻找 “配偶 ” ,我们 先 将 它 "化 妆 " 成 


(>) уу 
结论 5 设 x,y,z > 0, 求 证 : 
Газават) > aata (в) 
由 于 式 (Bs) 与 式 (Bi) 的 左边 一 致 ,而 右边 却 截然 不 同 ,因此 其 代 换 技巧 也 应 更 新 . 
证 明 ”我 们 作 代 换 


V = = q > 0=1 y т/ч= 
у= тхо 12 = р/т 


е ЕЕ 
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ЖФдәП 2С +) > (л 
П) > (++ rp @ 
应 用 式 (Bi) 有 
П "+ Фу THY > 24+ ry 
即 式 © 成 立 , 逆 推 之 式 (B5) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 p = q = rex = y = z. 
有 许多 优美 的 不 等 式 ,不 仅 有 配对 式 , 而 且 还 不 只 一 个 , 式 (B) 就 是 如 此 , 它 的 第 二 


个 配对 式 是 : 
结论 6 设 x,y,z > 0, 则 


OHH yoa) > TG + Va + Va) (в) 


证 法 1 〈 调 整 法 ) 为 了 方便 起 见 ,我 们 先 作 置换 (zx,y,z) — (a,b,c), 这 样式 (B6) 
化 为 


a+ b+ c+3Jak > 2(Vab + УБ + у са) @ 
根据 对 称 性 ,不 妨 设 a < b < c, 并 作 如 下 调整 :a = а,Ь = b' = e = Zk = УА, 
f(a',b',e) = (a +2A +3a3 АЗ) - 2А + 2(aA)2] = 
a +3a3 > A3 Аал) > 
4[a + (a3A3)3]J3 - 4(aA)3 = 0 
等 号 成 立 仅 当 a = b = с. 
再 证 明 
fla,b,c) > Ка, ,с') 
因为 Ка, Б, с) - а,Ь,с) = b + c —2а2(Ь? + с? - 243) -24 
由 于 a < A,/b + Vç > 27А, 1 
Жа»„&,с) - Ја, Ь, с) > b +c -2VAG(/b +у/с-2/А)-2А = 
b+c-2(/b+/c) VA + 2А = 
СЪ -VAX + (Ус - УА) ьо 
从 而 /(a,b,c) > 0, 式 (Be) 成 立 . 


证 法 2 (ОКИ) 不 妨 设 


нё = х?/уг 
Tira pw = 1 
Е Э (п, ш> 0)? © 
иб = 22/xy 
иа? и 3201.1. 1) @ 
A v w 


由 于 y, о, w 具有 对 称 性 ,不 妨 设 
-@- 
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а> 1,0 > 1,ш<1 
或 As<lo<lz>1l 
把 w = „лю 
P' = рё? + pv + 321? – 2а? – 2н - 230) + 1 > 0 @ 
н P' = (иб? + pi – 232) + (0262 + 1) + 20202 pv - p20) = 


pov (pv + (a - 12 + 2001 м)(1-»)>0 
MRG) 成 立 . 等 号 成 立 仅 当 
р = т, = 1 | 四 == 
(1-p)(1-v)=1 =1 
и = 0 = ш = 1х = у = 


有 趣 的 是 : 
(1) 如 果 我 们 设 A ABC 的 三 内 角 为 4,B，C ,并 令 x = (ап 2), 5 = (tan 2), : = 
(tan E)? рли НЕГА 
Ула ВС -1 
立即 将 式 (Bs) 转化 为 一 个 美妙 的 三 角 不 等 式 
Emka ank) > 2 Ф 


(2) 如 果 我 们 在 式 © 中 作 置 换 
(pv0,w)— (x,y,z) 
则 有 结论 
设 x,y,z > 0, 且 xyz = 1, 则 
# жу +з» +161) (а) 
(3) 奇妙 的 是 , 式 (a) 还 有 配对 式 : 
设 x,y,z > 0,B xy + yz + zx = 1,0] 
1 1 1 1 1 1 
ау *2*°=* > 26у + ж» ж 
关于 式 (b) 的 证 明 , 我 们 安排 在 后 面 ,以 成 系统 . 


з КЕЩ 


如 果 我 们 在 (Bi),(Bs),(B6) 三 式 中 作 置 换 


(z,y,z)— (a1, a2, a3) 


) (b) 


就 会 立刻 “ 旧 貌 变 新 颜 ”: 
Je > ау T (22 2 азу е (2 5 ау S Jaman + = + азу 
_Ф 
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asss 
al + аз, (аз + аз, (аз + а aia + ү azas + V аза 
Месе еуез „ 


3 
Мала» + V azas + V asa) < St ez + Gs + 3Y aiaa 
3 


ЫЯ 6 


这 三 个 不 等 式 的 已 知 条 件 都 一 致 ,很 简单 ,仅仅 al, аз, аз > 0 就 足够 了 , 且 等 号 成 立 的 条 


件 已 一 致 , 均 为 al = az = аз. 


但 对 于 4 个 正 数 a, az, аз, as 则 就 不 够 了 , 需 添加 一 定 的 已 知 条 件 才 行 . 在 20 世纪 


90 年 代 , 我 国 的 莫 颂 清 老师 带领 一 个 初等 数学 研究 小 组 , 建 了 两 个 非常 漂亮 的 结论 : 


结论 7( 莫 颂 清 等 ) 如 果 0 < а < az < a3 < a4, 或 者 ol > а > as > a > 0, 则 


有 
(2 + а) + аз (92 + аз + а (93 + а + аа + а + аз, S 
3 3 3 3 Т 
(+ (G + ауаз мушз ту 
2 2 2 2 
证 明 ”我 们 先 证 


(2a3 + 2a4 + 2а1)(2а4 + 2a; + 2а) > 
(2a; + За; + a3)(2a1 + 2a2 + as + a4) 
4 А = 2а + аз + a3+2as, 上 式 化 为 
左边 = (А - аз + аз)(А + a - a3) = А? – (as - аз)? 
右边 = (А - аз + a4)(A + a - a4) = A? (а - a4)? 


— (а — аз)? + (а – a4) = (2а) - аз = ад) (аз - a4) = 


(2а; - аз- a4)(a3 - a4) = 


(В) 


[Каз - аз) + (аз - а) ](аз - a4) > 05 


А? — (a - аз)? > А? – (а – a4) 


因此 式 @ 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a3 = а, R2a = аз + as. 
利用 式 @ 及 平均 值 不 等 式 ,有 
P= Пс et, = Fl 25 ега, агау = 


8 2 2 
(mr ee e ay m агра e 2 ш) 
а + ay, a + aa ау + а аз + а, 
又 = 


1 
gua + аза - ajaz - аза) = 


a+ ЕЕЕ + а > 


Flai- а) (а = a) >06 2 


а + a2, G3 + а 
ауана) 


© 
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等 号 成 立 仅 当 а = a, R a = аз. 

由 式 @ A Ф 可 推 得 式 (B)) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 а = аз = аз = аз. 

从 上 述 精彩 的 证 明 可 见 ,虽然 式 (B) 外 形 庞大 ,但 在 已 知 条 件 下 证 明 并 非 很 难 ,我 们 
应 当 吸 取 这 种 高 超 的 证 法 技巧 . 

无 独 有 偶 , 莫 颂 清 研究 小 组 还 建立 了 式 (B) 的 配对 形式 : 

结论 8( 莫 颁 清 等 ) 设 0< a < аз <аз<а a > а > as > a > 0, 则 有 


Jaaa + Janaza, + Jaaa + Jaara < 


ааз + y asas + y аза + у адау (Вв) 
结论 8 与 结论 7 的 已 知 条 件 是 一 致 的 ,而 将 式 (B) 从 “ 积 - 和 ”形式 改变 为 “ 根 - 和 ” 
形式 , 便 成 为 式 (Bs). 
WERA а = х = 1,2,3,4), 且 x; > 0, 于 是 式 (Bs) 化 为 
(ауа)? + (x223)? + (x324)? + (хах) > 


(хухәхз)? + (x2x3x4) + (азах) + (xax) © 


(1) 先 证 
(хулах)® + (xaxix2)? < (атац) зла + (Kix2) x3x4 = © 
式 @@ 左 边 -右边 = хїх+(ху- xa)(x2 - хз) > 0 
即 式 @ 成 立 . 
x 


(aixa)? + (хаха)? — (таз)? - (22x4)? = (好 - z4)(z3 - 好) > 05 
(x1x2) + (x324)? > (x123)? + (хола)? Ф 
(2) 于 是 
Җ © 400 < (x1x2)(x2x3) (x3x1) + (холхз) (хэлц) (хах) + 


(ащ) (x184) (t324) + (ar22) Соха) (623) < 
Hlaz) + (am) + (az) + 

(зд + (aata)? + (ках)? + 

到 [2(mxa2 + (зла? + С)? + (ард? + (a029)2] = 
(xix4)3 + (x2x3) + 


HEERA + 2(xix2)2 + (x123) + (x4z2)3] < 


(хух›)% + (x223)? + (x324)? + (mazi)? 
即 式 @ 成 立 ,因此 式 (Bs) RZ. DARSI х = x2 = ху = mama = аз = as = 


а. 


和 平均 相关 的 优美 结论 ,还 有 
结论 9 а, 满足 条 件 a, - 2а„, + an2 > 0(n Є N) RUE: 
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G) + a3 + `` + аль = а) + G4 + ``" + ал 
п+1 a n 
此 结论 的 美妙 之 处 在 于 :2n + 1 个 数 at, aa,…,azn+l, 只 要 满足 条 件 
а, -2anr + a,,2 2 0 
那么 n + 1 个 奇数 项 的 算术 平均 就 会 大 于 等 于 п 个 偶数 项 的 算术 平均 ,这 确 是 一 个 有 趣 
的 结论 . 
证 明 (1) 当 n = 1 时 ,由 已 知 有 


(B) 


а - 2а + аз > 0 > 
命题 成 立 . 
(2) 假设 对 于 n - 1 时 命题 成 立 , 即 有 
(n - 1) (а + аз + + ад) > п(ау+ aq + + a2n-2) @ 
由 于 
an - 2а„„ + a,,2 > 0 一 a2n-1 - 242, + азл 2 0 一 an+l — аһ S an - G2x-1= 

G2n+1 ~ G2a È An ~ G2n-l È @а-1= G2n-2 2 UUU > 
ау- az > a - as @ 


Q2n+1 — G2a 2 зһ – @„-1 2 

G2a-2 — 02n-3 二“ > 4 – аз > M- a> @ 
m(azn+l = az.) > (az, - азһ-1) + (az.-2 = 

аз-з) + "° + (аа- аз) + (as - a) = 

(az + аа + + as.) – (а + ау+° + алл) 

пазл, + (а, +ay+' + Q2n-1) > 


(аз + ag + + an-2) + (n + 1)as, 


ee 


@ + Ф п(а + as + + аз) > (n + 1) (а + aq +` + an) 
即 对 于 n 时 ,命题 也 成 立 . 故 对 任意 п € N 命题 成 立 . 
从 上 述 证 明 已 知 ,如 果 我 们 在 得 到 递 推 式 链 @ 后 直接 相 加 :只 能 得 
2п(аз„,1 — аз) > (а - а) + (as — a2) ++ 
(аз, - азл) = ax - a> 
2пазльу =- al + (2n + 1)as, 
这 样 推 不 出 式 O 就 达 不 到 证 明 的 目的 ,而 需要 “忍痛 割爱 " 地 “抛弃 ” 无 用 项 : 
аз - а2,а5 — 04，…，Q2n-1 — G2n-2 
得 到 式 四 ,再 加 得 到 式 @ ,与 假设 的 式 四 合并 ,才能 得 到 式 O. 这 就 是 本 题 的 技巧 所 在 ， 
仿照 上 述 技巧 ,我 们 能 轻松 地 建立 式 (B) 的 配对 式 . 
结论 10 Еа, (п € N) 满足 anan, > axsi(nE №), WA 
у ауаз 2,1 S Varaga (Bio) 
一 看 便 知 ,结论 10 是 结论 9 的 配对 结论 
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(а, + an2 > 2а„,) > (a,a,,2 > аз) 
即将 已 知 条 件 作 如 上 置换 之 后 ,相应 地 式 (Bs) 中 的 算术 平均 就 置换 成 了 几何 平均 . 
证 明 ”由 已 知 条 件 有 : 
(1) 当 n = 1 时 ,有 


ааз > а= У ааз > а 
命题 成 立 . 
(2) 假设 对 于 n - 1 时 命题 成 立 , 即 


УМаау "аз > V araan d= 


a-l Ж n 
(aiaz азл-1)"' > (азаа a2n-2) @ 
是 2 2 Q2n+1 аз» 
F лаһ 22 nt 2 na 2 Q. 
аһ QG2n-1 
Q2n+1 s аһ Q2n-1 a 
an ”aq2n-1 7 G2n-2 a 
G2n+1 an 424-2 a4 а 
>" > > = 
аһ а2һ-1 а2һ-3 аз а 
(= n аааз 


а„' ” aay amai” 
a103" A2n-1 an1 > 
аза азл 205 @ 
Bx B> (aiaz arn)" > (азан таз)" 
"Y aay an > Varay az, 
即 对 于 п 时 命题 仍然 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 
al = az=…= a, 

从 上 述 证 明 可 知 ,如 果 把 结论 9 中 的 已 知 条 件 改 为 os - 2an + an2 < 0, 那 么 式 
(Bo) 反 向 ;同样 ,将 结论 10 中 的 已 知 条 件 anan > ane BO ananga < ал, ЖИА (Bio) 
也 要 反 向 . 

更 有 趣 的 是 ,如 果 我 们 将 结论 10 中 的 已 知 条 件 略 加 改动 ,我 们 就 可 以 旧 翻 新 ,得 到 : 

结论 11 ” 设 正 实数 序列 ао, а,а;, ,满足 алал < Ci = 1,2,…). 证 明 :对 一 
H] n > 1, 有 


Go + Gi + `` + an, aj + а) + + алл 
( ЫТ X ecl )> 


(80 au 77 + ату 91+ шщ t S° + а, (Bn) 
n n 
观察 式 (Bu ) 两 边 的 组 成 和 结构 ,发 现 它们 难 分 肉 雄 ,大 同 小 异 , 个 个 秀美 .证 明 时 得 
充分 利用 已 知 条 件 , 以 左边 第 二 个 括号 (最 小 ) 为 突破 口 就 会 成 功 在 望 ,曙光 在 前 头 . 
证 明 ”由 已 知 条 件 有 
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а а „ае 0. ба2 щл 


2 
алан < аў < „== = 
кз 3 а a а а Gn-1 a, 3 
aoa, < аца, < аза„-2 < аза, з S < аа © 
5 = aj + a2 + + а 


% 
这 样式 (Bi) 化 为 
п?(8 + $у+ a,)S > (п? ~ 1)(5 + ao)(S + a) 
(5 + ao)(S + a) > maoan ® 
应 用 平均 值 不 等 式 并 结合 式 © 有 
s= Šia = HE) 5 аара > (а D yana 
(S +ao)(S +а,) = S? + apan + (ao + a,)S > 
5% + aoa, + 2 / aoa,S = 
(S + V aoan)? > п?ава„ 
MR OR WEZ, ROB) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 ao = al = = a,. 
从 上 述 证 明 可 知 ,本 题 的 已 知 条 件 不 可 更 改 , 从 而 式 (Bi,) 不 能 反 向 ,否则 不 可 推导 ， 
在 已 知 条 件 不 变 的 情况 下 ,我 们 可 给 式 (B11)" 窑 线 搭桥 "“ 成 亲 配 对 ”: 
结论 12 ” 设 正 实数 序列 ао, а, аз," алаа < ali = 1,2,…). 证 明 :对 一 
切 n >1 有 
(азарта) Y arar" an1) > (Vaoar™ a, -i)(Varax""a,) (В) 
略 证 设 
了 a 


P = aay“ а„-у=э(В)еә( аоа„)%+1 ° PTA > (ooP) + (аР) 


PD > (Wi > (ада) 
Р? > (aoans) @ 
а nl 
由 于 P = [[ (аа) > 11 (аоа„) = (aoa,)""! 
к: Г 
MR O 成 立 ,从 而 式 (Bis) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 ao = a = = a. 
可 见 , 从 上 述 推导 可 知 ,如 果 将 已 知 条 件 алаа < а? EBO aiiai > ані, з 
(Bo) 反 向 . 
但 却 不 能 更 改 为 gi1 + аша > 2ai, 或 qi-1 + ара < 2ai, 否 则 式 (B12) 就 无 配对 式 ,只 
好 形 单 影 只 了 . 


4 ”双龙 人 海 


定理 1 中 平均 值 不 等 式 A, > G, 的 美 艳 绝世 是 众所周知 的 ,而 且 , 由 它 生产 的 一 对 
“双胞胎 ” 则 更 是 “如 花 似 玉 , 貌 车 天 仙 ”: 
定理 2 itn PEK a, аз, "а, 的 算术 平均 为 4 ,几何 平均 为 6,, 则 有 不 等 式 
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(n + (Аа = Сат) > п(А„- Ca) (A2) 
(yaa > р” (А) 
证 明 ”注意 到 
(п + 1А, - nAn = anyi 
аб = GYA P 
(n + D(A = Casi) - n(À, - Ga) = 
аһы + nG, - (n + 1) С, > 
n1) Y аыбї- (n + 106, = 
(n+1): Gai- (n +1)G, = 0 
等 号 成 立 仅 当 ал = G,. 
另外 , 式 (As) 即 为 


nAn + азыу, уа n+ Аул 
Сан) У Cima] > СС) че 


пА, + акау, 
( п+1 ) 


> айп 


ама + nÀ, > (n + 1) "YannAs 
由 平均 值 不 等 式 知 ,上 式 显 然 成 立 , 因 此 式 (As) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 ani = A. 
观察 式 (Az) 和 式 (As) ,它们 的 外 形 和 结构 有 相似 之 处 ,也 有 相 异 之 处 ,具体 地 讲 , 将 
它们 两 式 的 结构 对 比 
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HEC) 是 关于 A, 与 Cn нани. EATARRA ansi = Gn; 而 式 (A3) 是 
商 短 结 构 , 等 号 成 立 的 条 件 是 ani = 4; 这 两 种 结构 互相 置换 ,互相 配对 ,真是 天 生 一 
对 ,地 配 一 双 . 
另 一 方面 ,从 函数 的 意义 上 讲 , 如 果 我 们 设 关 于 自然 数 n 的 函数 为 


f(n) = (А, = баба) = (° 


从 递 推 数列 的 意义 上 表征 式 (Az) ,(As) ,有 
{ые элей > =0 (с) 
(п +1) > д(п) > > &(2) > &(1) = 1 (4) 
这 既 像 一 闪光 的 金 项 链 ,又 像 奔腾 的 双龙 , 相 邀 入海 . 
其 实 , 式 (Az) 就 是 著名 的 拉 多 (R. Кабо) 不 等 式 , 式 (As) 就 是 泡 泡 维 奇 (Popovic) 不 
等 式 ,它们 来 源 于 平均 值 不 等 式 ,并 随 着 平均 值 不 等 式 的 发 展 而 * 苗 壮 成 长 ” 
首先 ,在 20 世纪 90 年代, 我 国 的 杨 克 昌 老 师 和 叶 军 各 自 建 立 了 相同 的 结论 (下 面 的 
式 (A4) ) ,后 来 刘晓波 老师 又 建立 了 第 二 个 配对 结论 (下 面 的 式 (As) ). 
定理 3 设 0 < p<ai<g(i=1,2,…,n;2 < п Є №), WA 
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A- б, > 0907 (А) 
а [р 
с> У (А) 


显然 ,以 上 两 式 不 仅 在 形态 和 结构 上 互相 配对 ,而 且 它们 是 平均 值 不 等 式 的 一 对 加 
强 式 , 多 么 匀称 的 结构 ,多 么 漂亮 的 外 观 ,多 么 迷人 的 风采 . 
证 明 (刘晓波 ) ”由 对 称 性 ,不 妨 设 a, = p,a = 4, 应 用 拉 多 不 等 式 ,有 
п(А, = Ga) > (n - 1)(Ani - Сл) >= > 
2(4: - G>) = а + aa -2V aja = 
(Va - ZV a) = (Vq -VP) 一 
An- С, > Уа = Ë 
等 号 成 立 仅 当 ol ,az,…，,an(2< n€N) 中 有 1 个 取 p,1 个 取 g, 其 余 n -2 个 均 取 V рд. 
另外 ,应 用 泡 泡 维 奇 不 等 式 有 


Anya Аа-а nl т. Азу _ ар + а _ 
©. > (62) > > (G) Ri 


йа]. 
ЩА 


等 号 成 立 仅 当 a1,a2,…, a, PIAR p, AR qg, HRC -2) 个 均 取 才 (大 家 自己 验 
证 ). 

可 见 , 式 (As),(As) 正 是 平均 值 不 等 式 (Al ) 的 一 对 加 强 式 , 因 此 (Az) ,(As) 两 式 既 来 
源 于 式 (Al)( 恰 似 式 (Ai) 的 一 对 “儿女 ”) ,它们 又 “回报 ”于 式 (Al) ,使 得 (Al) 得 到 了 加 
强 . 

并 且 , 式 (Az) ,(As) 还 不 仅仅 是 “如 花 似 玉 ”, “ 貌 车 天 仙 ”, 它 也 和 许多 美妙 的 不 等 式 
一 样 赶 “时 尚 ", 也 可 以 进行 参数 推广 .在 20 世纪 90 年 代 ,我 国 的 张 先觉 老师 就 用 微分 法 
建立 了 式 (Az) , 即 拉 多 不 等 式 的 参数 推广 : 

定理 4( 张 先觉 ) 设 > 0 为 常数 , 则 有 

(n + СА Аба) > п(А, - AHG) (А) 
BERLIM а, = А 6,. 


显然 , 当 》 = 1 时 , 式 (A6) 化 为 拉 多 不 等 式 . 
更 令 惊叹 的 是 


г 
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(1) 若 取 
Ansi — Аб = 0 一 ) = 


4 п А, 
аы n(A, - А1С,) < 0А > Z" 
Сл G, 


(63) (8) | 


这 正好 是 泡 泡 维 奇 不 等 式 . 


(2) #38 
А, АЧС, = бый = (a"s 
Д забо саз 
el 
又 得 到 泡 泡 维 奇 不 等 式 . 


这 充分 表明 : 拉 多 不 等 式 虽然 被 参数 推广 了 ,但 它 却 “ 重 情 重 义 ”一 念 念 没有 忘记 
它 的 伙伴 泡 泡 维 奇 不 等 式 . 
其 实 , 式 (A6) 是 将 拉 多 不 等 式 和 泡 泡 维 奇 不 等 式 和 谐 地 统一 在 了 一 起 ,使 它们 “ 夫 
妻 团圆 ", 永 不 分 离 , 这 真是 趣味 无 穷 美不胜收 的 数学 奇观 ,使 我 们 眼界 大 开 . 
现在 我 们 用 初等 的 方法 证 明定 理 4, 使 之 显得 通俗 易 懂 , 妙 不 可 言 
证 明 ROA) 化 为 
[Cn + DA, = nAn] + nA R Ga > (n + ПАС, ле 


ansi + n(A R G.) > (n + АС, Ф 

应 用 平均 值 不 等 式 , 式 O 左边 大 于 等 于 

(n + Dlana (XG)"] a = 

(п + 1) Сала" GITA = (n + АС, 

MR @ 成 立 ,从 而 式 (As) 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 а„ = A + G,. 

特别 地 , 当 取 А = 1 时 , 式 (As) 还 原 于 式 (Ao) 
无 独 有 侦 , 泡 泡 维 奇 不 等 式 “龙凤 呈 祥 好 运 来 ", 据 笔者 初探 , 它 也 可 以 参数 推广 成 : 
定理 5 设 0 < 4 < n 是 常数 , 则 有 


(sy = (2) (A) 
Jer K = 1(221 a= a=. 


特别 地 , 当 X = 1 时 ,K = 1,0 = 1, 式 (Ay) 回 到 “娘家 ” 泡 泡 维 奇 不 等 式 . 
粗略 一 看 , 式 (A?) 外 观 庞大 , 似乎 很 难 , 其实, 只 要 方法 巧妙 ,我 们 定 会 “ 智 取 威 虎 
ш”. Ё 

-图 - 


Mathematical Olympiads ала Mathematical Culture 


证 明 HRC) 变形 为 


ey 
Koan. (5) < А 


Мез aen 


22 А 
a. (21), Гол)" © 
UR @ 左边 为 已 ,注意 到 0 < À < n 及 XA + (n - À) = nm, 应 用 加 权 不 等 式 有 
«|90: (a. 川 - 
А+(п-Л) 
[2+ к ТА ае = Atea = (hs)" 


即 式 O 成 立 ,从 而 式 (An) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 os = (A)r. 
我 们 知道 ,加 权 不 等 式 是 平均 值 不 等 式 的 一 个 推广 : 


加 权 不 等 式 : 设 p; Є (0,1), а; > Oli = 1,2,+з,л;2<пЄ N), Bp, = 1, 则 有 


Dp > Па @ 
等 号 成 立 仅 当 ар = az = = a,. 
Ш qi > 0,5, = 274 Фр = 4/50 іп) АКО UMAR”, 
“焕然 一 新 ”: 
> 
> (Й a)” @ 
AARIA жия r. EUN о, юне юле, Runan * 界 人 十 将 
拉 多 不 等 式 和 泡 泡 维 奇 不 等 式 推广 到 加 权 不 等 式 中 去 ; 
定理 6 在 加 权 不 等 式 中 有 


50А" = Са) > 5„(А'„- С'„) (As) 
Аа} Sa А'„ү% 
g) > ë) (лу) 


证 明 (Ав) 变形 为 
(5аА'„1 - SA'n) + S.G, > Sai'n 
Фала + S,G@', > Sasi Са © 
应 用 加 权 不 等 式 有 
амлана + S.G, > (qaa + 5,) аа ° CSATA = 5,16 
即 式 O 成 立 , 从 而 式 (As) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 а = G',. 
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另外 , 式 (Ao) 变形 于 


A. ( а). < Але 


Аб ата < Аба © 


应 用 加 权 不 等 式 有 
S.A”, + яе)" а, А" 


А'5, + ая < ( 
" = 5, + qaa 


即 式 @ 成 立 ,从 而 式 (As) RE, FIRK а, = A'n- 
现在 ,该 是 我 们 建立 式 (As) (A) 参数 推广 的 时 候 了 . 
定理 7 设 > 0 为 常数 , 则 有 


5 СА АС) > 5„(А'„-А%, + G',) (Аю) 
Ыы 
等 号 成 立 仅 当 aa = АЎ С, 
显然 , 当 


AW, АС = 054 = Ç зэ 


s "у, 
БСА, А С) «0ле > [р] > 


REER). 
当 


Sa AS = 52) 
A'n- АЎ, 06, = 0 一 C'n = 
A, = AG, > 0 


А' „\5. VS 
(6) = Ае < (5) 
证 明 (Ар) 化 为 
(5,14 8,4") + са > А, 1616 


s 
‚уч 
алалы + S,G' A `$, > А51, Ont Ф 
由 于 


s л 
делала + SC ASS > (да + 5.) аа (GAY) Sats = 


S.C atiy GS АА) = 
Spri à (Са) = А8, Са 


即 式 成 立 ,从 而 式 (Aio) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 ani = À Ë O'n 
-@- 
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为 了 配对 ,我 们 最 后 将 式 (Ao) 参数 推广 为 
定理 8 设 0 < À < 5,/4,а > 0,4 > 0(1 < i < n;2 < n € М), Д 


A )° A'a) Sa 
£) > (55) 
c єз 


其 中 5, = 224 


(An) 


к= |S ) 


= 09,05, - Аф, 
特别 地 , 当 和 A = 1 时 ,9 = k = 1, 式 (Au) WARC). 
证 明 ”将 式 (An) 变形 为 
S,-i + q, = Sn 
Фа, + Sn-1A'n-1 = SrA'n 
及 С/С = а 


G'S А 
с) < A'e KA Tan + (ap)? < A' he 


(Ац) КА + 


5-м, 


WR @ 左边 为 P, 则 应 用 加 权 不 等 式 并 注意 到 Ад, + (S, - Аф) = Sn 得 


АЅ, 1, $, 
И [>= + @, - (554 -)] _ 
àq, + (S, – Аф) 


Е + Saa) 下 


= (АА',)% 


即 式 O RE ATIRA) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a, = (gM 


关于 拉 多 不 等 式 和 泡 泡 维 奇 不 等 式 , 它们 不 仅 有 参数 推广 和 在 加 权 不 等 式 中 的 推 
广 ,而 且 还 可 以 将 它 俩 推广 到 加 权 短 平 均 不 等 式 中 去 .限于 篇 幅 和 难度 , 略 去 . 


5 ”又 发 新 花 


我 们 在 上 一 节 系 统 介 绍 了 拉 多 不 等 式 式 (A,) 与 泡 泡 维 奇 不 等 式 . 还 有 与 它们 结构 
相关 ,形态 相似 的 不 等 式 吗 ?如 果 有 , 那 会 是 谁 呢 ? 据 Beckembach 和 Benllman 合 写 的 名 著 
《Inequalities》(1961 年 ) 第 5 页 上 记载 了 : 


定理 9( 凡 基 不 等 式 ) Ba > OG = 1,2,…,n;2 < n ЄМ), iE Al) = рх, 
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G(x) = (ЇЇ x)" , 则 
(1) 470 < а < 100 


A(x) _ А(1- х) (Аһ) 


0) у < x <1,Ш 


4(z) А-а) ; 
GG) < ста) (A) 
(3) # x > 1, 则 
AG) < А(а-1) (Аһ) 
G(x) < С(х-1) а 


可 见 , 凡 基建 立 的 上 述 3 个 漂亮 的 不 等 式 ,结构 对 称 紧凑 ,恰似 娟 秀 可 爱 .光彩 照 人 
的 “三 姐妹 "它们 的 外 形 与 泡 泡 维 奇 不 等 式 颇 有 几 分 相似 之 处 ,但 含义 却 各 不 相同 。 


Эт о < x< T t, ЭЭЙ! 为 [[ ,由 于 >)x > nG(x) 有 
cA- x) RE - 


Len- а) < En - nG(z))Ə 
cü) < 1- Cla) Ф 
因此 ,如 果 


4(z) _ А(ї-х) 


> 
КУ OU E) сх) > 1- CG)? 


GO - x) < 1- G(x) 
А(х)(1- G(x)) > G(x)(1 - A(x))=A(x) > G(x) 
(BÆ, ДЕВКИ apun] ‚Хх ДЕА 


AG) _ А(1-х) 
C(x) > С(1- х) 


> А(1-х) 
au -2) А-а) |” G(z) > G(1- x) 
- G(x) > G(1 — z) 
РРР 从 而 也 不 能 用 此 法 证 明 式 (A'a). 

但 是 ,我 们 可 用 此 法 证 明 (A",). 

证 明 (3) Ча > 1(1 sis п) В, (Ат) 化 为 


To -Di Уа) 
© Па ht >s ч 


А(«) _ А(1-х) |+ 


记 式 @ 左边 为 P, 则 
一 -1 ч 
p- (T4) «ауа. туа-р. 
-@- 
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1-15] 二 (应 用 柯 西 不 等 式 ) < 


1 F _ Zx - n 0-10) 
Уа Уа — Ša 
即 式 O 成 立 ,从 而 式 (A”2) 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 x = x2 = … = xa. 
凡 基 不 等 式 (Ap) ~ (Ат) 的 三 个 形式 , 均 是 以 此 值 的 外 形 构建 .由 于 
> G(x) 
А(1-х) > GU- z) 
从 结构 上 讲 , 可 将 式 AD 视 为 凡 基 不 等 式 的 一 个 配对 式 . 
易 知 ,4(1 - z) = 1- A(x), GO - х) <1- G(x), 且 我 们 可 将 式 AP 加 强 为 : 


=A(x)A(1 - x) > G(x)G(1 - х) AR) 


(0) 30 < x < ун 


A(x)[1 - A(x)] > б(х)[1- G(x)] (А) 
(2) му < x BÍ 
A(x)[1 - A(z)] < G(xz)[1 - G(x)] (А) 
这 是 因为 A(x) = А(х)[1- A(x)] - G(x)[1- G(x)] = 


A(x) – G(x) – [А?(х) - G(x)] = 
[А(х) - G(x)][1 - A(x) - G(x)] 


当 O< x < 2-0 < G(x) < А(х) < 1-0 < A(x) + G(x) < 1l>A(x) > 0 


即 式 (A 侈 ) 成 立 ; 
s 


+ < аә + < C(x) < A(x)=>A(x) + G(x) > 1l>A(x) < 0 


MRAP) 成 立 ， 
最 后 ,由 前 面 的 式 © £ : 4 x, < 1 时 
C(I-x)<1- G(z)=G(x) + С(1-х) < U 
A(x) +А(1-х) =1 =: 
А(х) + A(1 - z) > G(x) + С(1- x) (А) 
总 结 前 述 :关于 А (х), G(x),A(1 - х), G(1 - х) 的 和 , 积 、 商 形式 的 不 等 式 我 们 均 
建立 起 了 , 且 推 导 比 较 简单 ,这 些 都 是 凡 基 不 等 式 的 产物 . 
现在 ,就 只 有 差 形 式 的 结论 没有 建立 ,这 可 能 吗 ?首先 ,我 们 考虑 当 0 < x, < 1 时 
A(x) — A(1- х) = A(x) - (1- A(x)) = 2А(х)-1> 
2G(x) -1 = G(x) - (1 - С(х)) 
但 1- G(x) > G(1 - z)=>G(x) - (1 - G(x)) < G(x) - G(1 - x) 
因此 ,不 能 推导 出 
A(x) - А(1-х) > G(x) - G(1 - х) 
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其 实 ,只 有 我 们 转变 思维 方向 ,是 能 够 建立 的 ; 


定理 10 设 > 0(1 <i<nEN), 记 zza…azn 的 算术 平均 为 4(x), 几 何平 


均 为 Gu(z), 则 有 
(1) M x > 1Bf,# 
Аб) - G,(z) > АС) - б, 1) 
(2) 340 < x; < 1 时 ,有 
Аба = Gala) < АС = б, у) 
证 明 ”我们 只 须 证 明 式 (Ab) 成 立即 可 . 


(1) п = 1 时 , 式 (As) 显然 成 立 ; 
п = 2 时 ， 


з= а? sul 
| Z > ab > эй) - б) > АС) - 00е 


w+ 中 -2 +6 е 
(а? + b?)a?b? – 2( ab)? > а? + b? - 2а 
(аЬ)?(а? + b? – 2ab) > а? + b? - 2а5е› 
(ab - 1)(ab + 1)(a - b} > 0 

逆 推 之 , 式 @ 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 


а = Бх = xz = 1 


(2) 假设 当 n = k+ 1 时 , 式 (An) 成 立 ,并 取 aaa = Gla) = (Т x)" > 


Arala) = Grala) > АС L) Cral 1) 


>к + G(x) . SE 
=l Fel -A)T > 


k n БЕ 
жаб) | [1 
k+1 7 


k 


L + 
е Gi(x 1 = 


q 2 
Dai + б) - (k + DGG) Gila) jii > 


1 
Эже Etawa саб) 
а, и! k 
21%- kG,(x) > > ZG 

H A 
>= 274 > 
11 - Gl) > = Gl) 

k k = к х -e 


(Аз) 


(A's) 


1, 则 有 
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Ala) ~ Gla) > АС) - GCD 
即 当 п = 时 式 (An) 也 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 =i = za = … = m = 1. 
综合 上 述 ,对 任意 n € N, 定 理 成 立 . 
定理 13 中 的 两 个 不 等 式 , 是 凡 基 不 等 式 的 一 个 配对 形式 之 一 , 它 结构 紧凑 ,外 形 简 


洁 ,优美 漂亮 ,便于 记忆 . 
但 是 ,至 今 我 们 才 只 证 明了 凡 基 不 等 式 的 三 分 之 一 ,还 有 三 分 之 二 未 证 明 ,为 此 ,我 
们 不 妨 先 将 它 推广 到 加 权 不 等 式 中 去 ,再 证 明 . 


定理 11 设 x;>0,p;>0(l<isn€ N) 有 Dp, = 1, 并 记 4,(x) = Эр; 
isi = 


Ga) = Te 
(1) 当 0 < „элен 


4l) __GG) 
NI- 260-5) (Au) 


Dh < x, < 1(< i < n) 


A,(z) G, (x) ' 
hI- > б(1-х) (A'u) 


显然 , 当 pi = LO < i < n) 时 , 式 (Au) MRA u) 化 为 凡 基 不 等 式 . 
证 明 RIMED ЮУ), 为 T , 设 关于 = E (0,1) 的 函数 为 
Ka) 6-00 «а < 0) 


Р(х) = 


1 
х(«-1) © % 
Р(х) = = 25: 


(D) 340 < z< Ff (a) > 0 时 ,7(z) ЭНЪ; О < = < 二 (1 < i < n), 
用 Jensen 不 等 式 ,有 


Ун) > Уа) Ум - 1) > [s< 1) 


а salst) 

1 P, 1 Па - x)” 
1s-) esa Te > 
1- УЈра Zpi(l-*) > pe, 

a Ура "Пе? 

-@- 


数学 奥林匹克 与 数学 文化 


272p(1- x) A(x) 
Па) G(x) > 


A,(1 ~ x) 


GC- х) 
此 即 为 式 (Ale) 


(2) = < x, < lf (x) < 0 时 , 则 有 反 向 Jensen FER 


Уру) < (2 pa) 
同 理 可 得 式 (A's). 


综合 上 述 (1) 和 (2) 知 ,定理 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 x = xx = … 


如 果 我 们 记 


Жүз 
0 
Molz) = (2) 


= z, Є (0,1). 


在 20 世纪 90 FAR, ЖЕКИ ЖИН АЕН ВЕН. 
定理 12( 陈 计 ) 设 0< x < <і<пЄ М), Е -1<о<0<6<1,1 


(D 当 0 < x < (=< =n), 


Ms(z) М,(1-х) 
Мух) < M,(1 - х) 


(4 < x < 1(1 < i<n) 时 ,有 
M(x) _ М,(1-х) 
М(х) > М1 — x) 
仅 当 a = 8 = 0 或 = x = = x, Є (0,1) 时 成 立 . 
特别 地 , 当 a = 0,8 = 1 时 , 即 得 凡 基 不 等 式 . 


(Ais) 


(Ал) 


ЛТ НОЈЕ , ET EALER ERE #ШХЖЕРУУЖ а AB TEB КЕЕ. 
我 们 在 前 面 新 建 的 定理 10, 就 是 凡 基 不 等 式 的 最 简洁 美妙 的 配对 式 , 现 在 ,我 们 把 它 


推广 到 加 权 不 等 式 中 去 . 


定理 13 设 > 0,p: > 0(ї = 1,2,--,п;п € N), R ур; = 1, 并 记 4(z) = 
= 


Epa 6,08) = П 
т (1) 当 0 < с 1 时 
А) - АС) < G(z)- 601) 
(2) ` x; > 1(1 < i < n € N) Bf 


AG) = буба) > 600) - 600) 


(Аз) 


(А'6) 
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这 个 新 的 结论 ,可 用 微分 法 证 明 ,但 较 难 .现在 我 们 仍 用 反 向 归纳 法 证 明 它 . 
证 明 (1) 当 n = 1 时 ,定理 显然 成 立 . 
Щл = 2 时 , 式 (Aie) 式 化 为 


үлүлү» 
рх + paxa аф э D + +P _[1) (z) @ 
S qg > 0,8 pi = qi/(gi+ q2),ps = q Z(Q + p), FER © 化 为 
а 
2.2 == 
9151 + 9222 一、 和 1)"/1) rs 
а + 4 -i (5) | @ 
当 qu qa € N 时 ,由 定理 10 知 ， кка. 
H quqa € Q B,C g, g) = (51 ыа), Н. А1,Аз, л € М,(А\,А») = 1,0, 
м) = RAR © 4 
Ашзху + Àzpixz s z аА у 
àiya + а 7 (йн. аф) > 
Аш» Аза 
mta, (E (p pe Ф 
Дудо + Ар xi х2 


由 于 Ау, Ао Є N, RER O 成 立 ; 
quqa, € R* 时 ,应 用 实数 逼近 有 理 数 的 原理 知 , 式 @ 仍然 成 立 . 
综合 前 述 知 , 当 n = 2 时 式 (Al6) 成 立 ;等 号 成 立 仅 当 ху = xx = 1. 


А 
(2) REH n = k+ 1 时 , 式 (Aje) 成 立 , 记 5, = расе = S+ ф.д = 


с = (TL a)", pi = 4/90 < í < k € N), ТЛ 
КЭА k КЕ 
Sn ОП). е] > 


k 
Хаа + алб 
izl 
Ski 


Бя? б 1\% (1\31: 
СЕ)" СТ 

i ан š 
Damit anG- SaGa D Ea a Зн. 


- (6%. са) > 
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А Don ү 
Dan- 5б > Dt -o ы (Ц) 
Sa 
aE h 

等 号 成 立 仅 当 x1 = xx = … = m = 1. 


ХӨ Ж, M n= kit, AlAs) 成 立 : 


综合 上 述 知 ,对 于 任意 n € N, 定 理 成 立 ( 式 (A'6) 类 似 可 证 ), 等 号 成 立 仅 当 xi = 


др = `° = x, = 1. 


在 本 节 的 末尾 ,我 们 建立 更 新 更 妙 的 : 


定理 14 > O, > Usisne N), Epi = 1,10 4 (s) = Dp 
en = 


G(x) = ЇЇ ‚бу > 0, > ``: > б„ > 0(2 < m € N), 则 有 
ia 


Al) Ala) _ AGO) 
ZG) > ойу > ` > 209) 


(An) 


上 式 既 像 五 彩 缤纷 的 彩带 ,更 像 闪光 的 金 项 链 , 证 明 时 须 应 用 切 比 雪夫 不 等 式 的 加 


权 推广 . 
ША о> В > 0, 我 们 先 证 明 : 
Aplat) _ Aplf) 
G) > 29) 


Ща = 8 时 , 式 @ 显然 成 立 ; 当 a > B > 0 时 ,由 对 称 性 不 妨 设 


"P ж о а? 
ызы» ss 2 = 
A(x) = Ўра Е Ур? = 
Da 应 用 切 比 雪夫 不 等 式 的 加 权 推广 ) > 


к» 9) (Dod) (ПГ) = 


如 (xz) - [ С,(х)1°-# = А, Са). [6 оло, (x)]e = 
А„(«^) _ Af) 
А„(«#) - С„(х°)/ GP) б^) > > ТОЛ) 
即 式 @ 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a = Вх = х = … = 各. 
应 用 式 @ ,立刻 得 到 式 (An). 
其 实 ,应 用 式 @ ,再 结合 我 们 在 前 面 介绍 的 泡 泡 维 奇 不 等 式 , 有 
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БЕ EDE aD)" 
G, (2°) Z | Co(z)) > G) 
这 样 ,我 们 立即 得 到 泡 泡 维 奇 不 等 式 的 指数 推广 : 
定理 15 设 a > 8 >0,nE€N, 则 有 
(21097 КЕЈ 
Gu(x)) F NGO) 
显然 , 当 a = В = 1 时 , 式 (Als) 化 为 泡 泡 维 奇 不 等 式 
(дец) кыш R (209 * 
G, (x) С„(х) 
因此 式 (Als) 等 号 成 立 的 条 件 是 :(1) 当 a = pit, x = A (2); (2) а > B > 0 时 ， 


二 


(Ais) 


б ”再 度 加 强 


我 们 在 第 三 节 应 用 拉 多 不 等 式 和 泡 泡 维 奇 不 等 式 介绍 了 平均 值 不 等 式 的 一 对 加 强 
式 ,下 面 我 们 从 另 一 个 新 的 方面 介绍 平均 值 不 等 式 的 新 加 强 . 
定理 16 а >0(<is<nEN; 约 定 ani= а), WE 


Èa -vay 
An- б» ~ (As) 
= = i 
п а; аы |" 
А > || ац N | (Ax) 
a” isi 2 


这 两 个 加 强 式 外 观 漂亮 ,结构 井然 有 序 .如 果 我 们 假定 0< p < a; < gq(1 isn), 
那么 有 


Ма Маа) < Уя Б (a -Vaa < KU -VD Ф 
其 中 
Оң n ЖШН) 


[ 


区 二 ] moni. 
SR 4n 


[1 знн) 
WE -SE «у 
(у Д) - у а Г) +< 
(WEN +4- Vz 2) 
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ауе} o 
中 ,@ 两 式 等 号 成 立 仅 当 ui = р,а = gli = 1,3,5,…,) 


现在 我 们 证 明定 理 16. 
证 明 (1) 应 用 平均 值 不 等 式 , 得 


л n 1 1 
213 аа > п( lH V аш)" = п( а) “= 
- 2п6, >- >> аа 
214, = Уа + аӊ) 
2n(A, = б) = Уа - 2 ama + аа) 


A, - G, > ALVE - Маа)? 
(2) 仍然 应 用 平均 值 不 等 式 


| i fe) 
ке Jaan) КА )` 
(W эе) ‚ж.ш 
МӨ ЕИ, 
等 号 成 立 仅 当 ар = a, = = ap 


从 上 述 证 明 过 程 可 知 , 平 均值 不 等 式 完全 应 用 自身 的 力量 , 自力 更 生 , 自 强 不 息 .而 
且 , 它 还 可 以 再 加 强 为 : 


ЖЮ 17 设 a1,as,…,a,(2 < n € N) ЕЖ, U 


[2] 
A, - б, > + |] Ка -Voy (м) 
2 
[2]( Га» az ]" 
g уш ЕЗ к 
Пу а, 


观察 知 ,定理 17 中 的 两 式 与 定理 16 中 的 两 式 既 有 相似 之 处 ,又 有 相 异 之 处 , 且 它 们 
的 右边 分 别 能 得 到 相同 的 最 大 值 
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к/а КЕ үа | 
2 


M ама = ф,ам = pli = 1,2,…, [4D ) 时 取 到 . 
证 明 (1) 当 为 偶数 时 
nA, = (a; + аз) + (as + a4) + + (a,-i + an)2(V aiaz + V азаа +°°* +V арла) = 


ajaz + V ауаз +° + М ал да, + V a, + a, > 


[(УГата;)#+ (Mase) ++ (Vora) + n = 


1 
m(ala2…an)n = nG, 


于 是 
п(А, - Cn) > (а + az - 2 / aa) + (as + ag — 2 V аза) ++ 
(ал+ а, – 2V аьла) = 
(Va - Уа)? + („Газ - / аа) + + (Vani -Va) O 
当 为 奇数 时 


пА, = (а + аз) + (as + a4) + + (a,-2 + ад) + an 


2(V aiaz + V аза, + … + Ма, за, л) + a, > 

n[(V araz)? Газа) Газа on] = 

(аааз = пб 

п(А„- С,) > (Vai Va) + (Vaz – V аа) ++ 

(Van2 = Ма, 1)? @ 
因此 不 论 п 为 奇数 还 是 偶数 , 式 (Azi) 成 立 , [ЖШ РЕ (А) 也 成 立 . 等 号 成 立 仅 当 


al = … = а 
Җ(А») 类 似 可 证 . 


关于 平均 值 不 等 式 的 加 强 , 我 们 一 共 介 绍 了 3 对 , 计 6 个 .在 众多 的 不 等 式 里 ,有 6 个 
之 多 的 加 强 式 ,是 少见 的 . 


7 ”神圣 境界 


对 于 3 个 正 数 a1,a2,a3, 我 们 在 前 面 介绍 了 如 下 结论 : 
а + а) + аз S М азаз + ү азау + V ааз 
3 3 


> V aaas Ф 


з; ам 
mrata y С > asa © 


ai + a + аз азаз + asaj + ауа; 
3 > 2 > ama 


3 
-@- 
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再 将 以 上 3 个 不 等 式 ,从 3 个 正 数 ci, az,a3 推广 到 п “Еа, a2, an3 < n E 
N) 中 去 ,就 会 让 我 们 的 思维 从 山下 向 山上 攀升 ,使 我 们 感到 了 “ 海 阐 凭 鱼 路 ,天空 任 鸟 
K” 的 神圣 境界 . 

定理 18 证 从 nm 个 正 数 ai,az,…,an(3 < n € N) 中 每 次 取出 K(1 < K < n) 个 数 
的 几何 平均 的 算术 平均 为 A,( G.) = 7;, 则 有 不 等 式 链 

T, > T, > Ts > 2 Та > T, (Az) 

粗略 一 看 ,此 定理 又 美 又 妙 又 难 ,其 实 它 是 “纸老虎 ”, 只 要 我 们 小 心 仔细 , 巧 施 奇 谋 ， 
定 会 将 它 拿 下 . 

ША Фа; = HD i = 1,2,…,n), 则 有 

T, = A,(G,) = атата, + Varay an + + Малага) (00 = 
ССБ Бо) + (Ье)! + + (bib ву 1) 91465 


Tesi = Anl Gra) = CY аар аша + V ara а + + аата) СЫ = 
ССБ Б-д) + (Ьу Бао) + + (babi bk)" ]/Ck 
其 中 T, 的 括号 里 共有 СА 项 ,每 项 的 次 数 为 k(k + 1) T, 的 括号 里 共有 CK 项 ,每 项 的 
次 数 为 (上 + 1) 丰 ,应 用 平均 值 不 等 式 ,有 
ЕСТ Ф 
其 中 41,t2,… t 均 为 正 数 .在 式 图 HO ti = ЫЬ, = БЫ, = 
Шайт, 
СЬ)" + (һә) '! ел. (ББ) > 
(k+ ТББ) © 


如 此 继续 下 去 ,有 

(Һе! + (Ьу 2) + + (biba be) > (k + ОСОБ) 

将 以 上 Ck*! 个 不 等 式 相 加 ,并 注意 到 右边 共有 (k + 1)C+! 项 ,其 中 每 个 项 有 k+1 个 
相同 单项 式 , 它 的 左边 每 个 相同 项 有 n -个 ,共有 (n - ®)С 个 项 .因此 有 不 等 式 

(n - ЮСТ, > (k + 1)СЁ*!Т,,\ 

(а ЕСЕ = (k + Dts л> тл < ksn- 

Ti > Т> > T, 
即 定理 得 证 ,等 号 成 立 仅 当 ar = aa = = a. 

从 外 形 结构 上 讲 ,定理 18 的 配对 形式 是 : 

定理 19 ” 记 所 有 每 次 从 n 个 正 数 oj,az,…,ans(3 < n € М) 里 取出 大 个 数 的 算术 平 
均 的 几何 平均 С„(А,) = Bp WA 

Hi < Hx << Н, (Ax) 
可 见 , 式 (Aw) SRA) 确实 “门当户对 ”,“ 天 生 一 双 ”, 其 证 明 技巧 也 相仿 . 
证 明 KHAA < k < n -1) 的 定义 有 
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H, = G,(A,) = 
[+ a + (92 + as + + вылу (ажа . + алу 
ња = G (Ati) = 10 mtr + siyo + atn + aa), 
(e + a+ = + вур" 
应 用 平均 值 不 等 式 ,有 


Е (ар + аз + + а) = (a + az +h + а) + (az + as + + а) ++ 


(aka + Gí + … + а) 2 


"s ü 
(k + (ба + а + + а) (аз + ау+ + aa) баа + ар + + а) у 
(9442 +7" + ®ы 
k+1 
a) + 2 + “` + ak. (аз + as + `° + a, аыл + G) + `° + Gk- 
к“ 24 k) (92 + аз kel). (Ska Е: k-1)] @ 


k 


jH > 


如 此 继续 , 同 理 有 


Ga t ar ++ 
( k+l ) ”> 


er + azt + Gk) (92 t ay + жа. 09 +a + + аы, 


( k k k 
将 以 上 Ca" 个 不 等 式 相 乘 ,得 
НЮ < НЕОН < Bal < H < < H, 
即 定理 得 证 ,等 号 成 立 仅 当 a = аз = = an: 
现在 ,让 我 们 回首 本 节 的 开头 ,显然 , 式 (An) 是 式 H n TE R An) ER O M 
元 推广 ,那么 ,由 于 式 O 是 众所周知 的 3 元 对 称 不 等 式 , 它 也 可 以 从 3 元 推广 到 元 吗 ? 
对 于 4 元 正 数 a1, az, as, a4, 可 用 两 种 方法 证 明 : 


a) + аз + as + а Jam + азау + аза + ааа, + a2a4 + ауаз 
> 


> 


4 P 6 = 
Je + aasaa + а1а3а4 + 414203 ~ 
4 > 
Ў а14343а4 
XIF n 元 正 数 a1,a2,…,an(3 < п Є N) ,用 数学 归纳 法 可 证 
ч K ajaran 
СЫР ЩЕ A =: н „Гай с) 


RO ) 明显 是 前 面 式 @ 的 一 个 п 元 推广 ,如 果 我 们 能 将 它 加 细 , 那 该 有 多 好 ! 
但 是 , 当 你 翻 开 华罗庚 老师 为 我 们 专著 的 (从 孙子 的 神奇 妙 算 谈 起 》 第 214 页 时 ,可 


数学 奥林匹克 与 数学 文化 


见 : 
定理 20” 设 每 次 从 mn 个 正 数 mi ,az,…,an(3 < п € N) 中 取出 上 个 数 的 乘积 的 算术 
平均 为 PA(1 < k < л), WA 


P, > РУ > + > РУ" (Ass) 
T, > Т> > T, 
定理 18 ~ 20 中 的 (As) ~ (Az), Н < H, <… < H, 这 三 个 绝 美 无 比 的 神圣 代 


P, > Р? эс > РУ" 

数 不 等 式 ,以 他 们 那 严密 的 结构 ,优美 的 外 观 ,迷人 的 风采 ,吸引 着 无 数 的 数学 有 心 人 . 它 
们 三 个 交相辉映 ,恰似 “桃园 三 结义 ”. 

观察 以 上 三 式 ,明显 有 

P, = T, = R, = А,,Р, = T, = H. = G, 

现在 ,我 们 先 学 习 华 老 的 绝妙 证 明 ( 略 有 改动 ) : 

证 法 1( 华 罗 庚 ) ”为 了 方便 ,我 们 再 定义 Co = 1, Po = 1,Р„, = 0, 于 是 我 们 希望 建 
立 结论 : 

P,P, < (P,P cren © 

为 此 ,我 们 用 数学 归纳 法 证 明 式 O. 

(1) Мп = 2 时 , 式 @ 即 为 


ао (2+4), 
122 < 2 


成 立 . 
当 n = 3 时 ,注意 到 Po = 1,Р, = 0, 从 式 @ REH r = 1,2 时 的 两 个 不 等 式 
ааз ч + азау = [= + ч +a)? 


2 
ai + аз + аз ауа) + азау + азау 
aaaf“ 3 < 3 


上 面 的 式 @ 是 3 元 对 称 不 等 式 ,应 用 它 可 证 式 O 成 立 .等 号 成 立 仅 当 а, = a = аз. 

(2) 假设 对 于 (mn - 1) 个 数 ат, аз, "алл, Й ЭЎ, ТОН С',,Р', 分 别 表示 由 这 
(n - 1) 个 数 所 作成 的 C, P, GEP С, 表示 从 a1,as,…, av 里 每 次 任意 取 r 个 乘 起 来 的 总 
和 , 它 含 有 G 项 ) ,又 设 Со = P'o = 1,С'„ = Р, = 0, 那么 


人 


和 P, = 71р, + Тар, 1 < r < n 
Š Gua n-r Ch r 
(这 里 用 到 了 = nr, a = Z) 因此 
n2 (P, P, = P?) = А + Ва, + Ca2,l < r < п - 1 
这 里 A =[(n - r} -1P Pn (n- rp? 


= (п-т+1)(т+1)Р',,Р,+ 
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(п-т-1)(т-1)Р,›Р,- 
2r(n =- ғ) Р", Р", 
С = (P -0Р, Р, - 2Р1 
由 归纳 法 的 假定 与 Со = P'o = 1, 易 见 
P, P, < Р?1&г&п-2 
РР, < Р 1,2 геп -1 
由 此 推 得 P, P, < Р',Р!„,2<г=п-1 
因此 , 当 1 < r < n -1 的 时 候 
A<l[(n-r2-1]-(a - |P. – Р? 
В <[(п-т+1)(т+1)+(п-г-1)(т-1)- 
2r(n - PP = 2Р',\Р!, 
Cs<[(P-D-Dm]P3 у =- Р? 
所 以 
п?(Р, Р, - P?) < - Р? + 2P, P'a- Р'2 а? =- (Р, - Р',_уа„)? < 0 
P,P < Р!=ъ(РУР,)( P, P3)? ( PyPs) ee 
СР, 2Р,)"'СР, P, I)” < РЇРЇР Р ГЭ Р/ 


25 
r 1 r+ 
Pin < Pr 一 PP > P x: 


P > P} > > Р? 
即 定理 20 成 立 , 式 (Axs) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 а = az = = an- 
进一步 地 , 华 老 还 为 我 们 指出 : 


Р, Р, < Ps СС < 


(r+ 1)(n - r+ 10) 


(ағ) Cn < С 
С, 1С, < С,С,1,г < s 
从 上 述 绝 妙 的 证 法 知 ,关于 本 定理 的 证 法 技巧 很 强 , 也 颇具 难度 . 下面 ,我 们 从 另 一 
个 思路 证 明 它 . 


证 法 2 ” 记 每 次 从 n Maa, a 的 积 之 和 为 SC , 则 有 
Р, = 500/64 @ 
设 关 于 实数 x п 次 函数 为 
Gy: Úe 5) Ф 
W a1,a2,…,a 是 方程 六 (z) = 0 的 n 个 根 ,于 是 


fin(x) = (x ~ а,)(х- az)…(xz - aka) = 
ак SD + 5а! +++ 


C Ок а + (~ DSP @ 
-@- 
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求 导 得 
fonla) = (k + 10а — Еак! + (k 1) 50002 + 
(= Disp a + (C DSE @ 
为 了 证 明 本 定理 ,我 们 只 须 证 明 
Ж 
Р; Р А<т<п-1 @ 
成 立即 可 . 


假设 导数 方程 fi,1(x) = 0, RA k NER bi, b2, bi, 且 记 每 次 从 这 个 数 中 取 : 
个 数 的 积 之 和 为 5(2) , 则 
Seala) = (x - bi)(x - b2) (x - br) = 
аб SPa- a 50002 + 


2(- 119 00-0, + {= 1)*5'{® @ 
HFR O AR O 表示 同一 方程 , 则 各 项 对 应 系数 成 比例 , 即 
kal В _ (k -DS _ 25И” _ 5? 
1 = gu = ЫРК = 7 оп 5980 б Sha ® 
s = 上 上 一 t+ bottle, 
@ 


S'e = k i 1 E sfp 
现在 ,我 们 对 式 @ 用 数学 归纳 法 证 明 : 
(1) n = 2{,ҖФ@ {Ж P, > PJ?, 即 


HSA (аа) @ 
显然 成 立 ; 
当 n = 3 时 , 式 @@ 化 为 
1 
P, > Р? > Ре Sit Е °з > (22 + ЕЕ + азау)? > (а1аза3)% 四 


也 成 立 ; 
(2) 假设 当 n = kt, R ORLA 


509ү} senin 而 -ttl g9, + k=t сыз) 市 
ЕЕЕ 


Sa! (SP 

а) > Ta) ° 
ХФ Ж, M n = 下 +1 时 , 式 @ 四 也 成 立 , 因 此 对 任意 3 < n € N, R ORY. 
将 递 推 式 @ 放 散 拉 长 即 得 式 (Axs) , 仅 当 ol = a> = = а, 时 等 号 成 立 . 
如 果 我 们 在 证 法 1 里 建立 的 关系 式 中 
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P. Py < Р? @ 
Жл = 4, 并 注意 到 Po = 1, Ps = 0, 有 
P; < Pt, P, Ps < P}, Р.Р, < P3 
于 是 ,有 不 等 式 链 
Р\ > Р} > (P, Ps)? > PIP;P, > РР, > P, PsP, > Pi @ 
这 也 是 一 个 有 趣 的 结果 . 


8 ”能 否 完 善 


如 果 我 们 设 0 < p < ai < q, 即 a;€ [p,qg](i = 1,2,…,n;2 < n € NN). 那 么 ,我 们 
在 前 面 的 第 三 节 就 建立 了 平均 值 不 等 式 的 一 对 绝 美的 加 强 式 


4, - б, > 20-0) (А) 


2 
t> [Ei] (л) 
而 且 等 号 成 立 的 条 件 也 与 众 不 同 , 别 具 一 格 : 当 ал аза, 中 一 个 取 p, 一 个 4, 其余 取 
ра 时 , 式 (As) 等 号 成 立 ;而 其 余 的 均 取 (p + 9g) 人 2 时 , 式 (As) 等 号 成 立 

ОА) 给 出 了 A, - G, 的 最 小 值 (下 限 值 ) , 式 (As) 给 出 了 A/C, 的 最 小 值 ,一 个 自 
然 的 问题 是 :4 С, 与 4,/G, 有 最 大 值 吗 ?如 果 有 ,那么 我 们 就 可 将 式 (A4) 与 式 (As) Ж 
善 成 一 对 优美 无 穷 的 双向 不 等 式 ;这 是 我 们 朝 思 车 想 所 追求 的 结果 .那么 

(1) 首先 ,各 元 数 a1,62,…, aa(3 < n € N) 应 满足 什么 基本 条 件 ? 


为 此 ,我 们 先 假定 a = x € R° 为 变量 ,而 视 a2,03,…, 0, 为 常数 ,并 记 a = Ја, 


(ЇЇ)* = p, 且 关于 x 的 函数 为 


f(x) = п(А„- Ca) = x + a - па ОФ) 

f(x)=1- г. 
ео = 21250 

这 表明 f(x) 为 凸 函数 ,在 x € (p,q) 内 只 有 最 小 值 ,而 无 最 大 值 .因此 ,只 有 当 x 取 

极端 值 (边界 值 )p 或 9 时 ,/(x) 才能 达到 最 大 值 . 

同 理 , 当 аз аз, "а, 取 极 端 值 p 或 9 时 ,4, - G, 才能 达到 最 大 值 . 

所 以 ,只 有 当 a1,a2,… ,as 均 取 极端 值 p 或 g 时 ,4。- С, 才能 达到 最 大 值 . 

由 于 


А, 
ыб = LA, - L.G, 
a 
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5 & 


或 设 函 数 М) = ы = LA, = LG, 
可 得 到 同样 的 结论 . 
(2) 其 次 ,如 果 我 们 设 3 <n EN, t ЄМ№,НІ<і<п- 1, п Еа, аз, a, P 
有 :个 取 p, 则 有 nt 个 取 g(0 < p < aí < 9,1<is<n), 关 于 1 的 函数 为 
fU) = AU) - GC) = +n 0а _ Ур! = 
(号 本 -人 (人 Ф 
a 
моа) 
(9\0) а}? 
Р =-&Җ(4) " (2) <o 


因此 函数 Уг) 有 最 大 值 . 
HFE S Cto) = 0, 求 驻 点 ; 


- (sz). а(4)7-(#)+о ә 


(2) 


s. а 


= т> 0 


= q(ln q - In p) 
4-р 


(ше -mp) = nm 
to = nln m/(In q - ln p) © 
观察 式 @ 知 , 不 能 断定 m > 1, 从 而 不 能 断定 to > 0, 因 此 不 能 断定 to 为 [1,n) 内 整数 ， 
既 使 我 们 取 to 的 整数 部 分 [ to] ,也 不 能 断定 [ to] € [1,n). 可 见 ,此 种 思路 不 妥 ， 
(3) 现在 ,让 我 们 从 最 简单 的 n = 3 时 的 情况 人 手 分 析 . 
对 于 3 元 正 数 aaa € [p,9], 由 前 面 结论 1 有 : 


[sss] payaa? 


3 
E E aa 


(2y > (5 J - (2095), 


2V azas 6G; 
По + аз) - [== 
Заџазаз 2V asas т 
(z), (2 3) > (исз (с) 
24/азаз) > 063) > 2V azas А 


这 是 一 个 非常 漂亮 的 双向 不 等 式 ,如 果 а, az, аз 中 一 个 取 p,2 个 取 g, 或 2 个 取 p， 
1 个 取 4 , 均 可 得 到 
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(ZAE „5-02 (e) 
这 便 是 (C1) 派生 出 的 产物 . 
现在 ,我 们 记 p = pisq = gi(p1,91 > 0),n 个 正 元 数 a1,a,,…,as PH k Epi, 
n – ЕЖ д, 
Sak) = п(А, (0) - б(Ю)П < k <n- 1) = | 
kpi + (n ~ В) — прі“ @ | 


于 是 有 


(1) = 上 +29-3 
3 = 1 1 = 


pis AOp Е. (6) 
这 便 是 我 们 得 到 的 第 3 个 漂亮 结果 . 


我 们 再 设 
МӘ = AW/G = ата ааа ® 
于 是 有 


М? = AG = из! 
pigi aP AP = N М 
1+ 


aP = Apep = + @ 
Зріф 


(24 02) - (1+ 20) = (1-1)%и+1) >05 


Аль g> 


2p+g 卫 4 
TENRO) Я 

这 是 我 们 得 到 的 第 4 个 漂亮 结果 . 它 是 式 (Cz) 的 新 生 , 它 是 式 (Cs) 的 配对 .真是 一 分 
耕耘 ,一 分 收获 . 

(4) 对 于 4 个 正 元 数 ol, az, аз, a4, 我 们 有 如 下 结论 : 

结论 13 设 0 < psa sqli = 1,2,3,4), 则 有 


бе Ур) 


> 1)» 


A(t) 


" 


< 44 - G < 


10 +34 -4% рр), а > (1 + /2)*p 
i I (сә 
7049 -Ур?,р < ч < (1 +/2)*р 
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证 明 设 
(p,q) = (sgt) = (р.а) = (Ўра) 
А? = рі + 341 – 4р191 
fe = 2р1 + 241 – 4p?g? 
SP = Зрї + qf - 4р1 
于 是 有 


А? -fP = 204 - р) (+ рі) 20 р 
| P -AP = Ci- PPR +2p1g1 - pl) > 2” кеи) 
又 易 得 
f -RP = фрі - 4р - pi) = 
(q - p) [qi + (2 - D)pi][ е - (2 + 1)р\] 
因此 , 当 а > (02 + 1)ру—эд > W2+ 1)*p Bf 


А? > RPS > Д? > /? > A(A, - 6) 10 +30 - 40 рр) > À, - Са 
ща < 02+ Dp < p < q < (2 + 1)*p Bf 
/? >}? > f) А, G)= 10р +2q -40 рф) = 36% -Ур > 44 - G, 


即 结论 13 成 立 . 
无 独 有 偶 ,结论 13 还 有 配对 式 : 


2V рч G. 
моңа)! = (а) +209 

(С) 
252041 201 (4) +2) 


RE ”注意 到 
A AP APO [tz 2i) арф ) 
л 60 + 0 = рі + 391 
(3+1) ay? 
1+3 (а= 2) 
А100) = n(3+ 0) - (1 +34) = (a - 2 > 0 


Аз > А 


= 5з _2(1+4), а 4 а. 
同 理 pp G = pi > 105450) = UC + t) - (1 + 3⁄4) = 


(:-1QP + É - 1) > 2002 - 1)? 2 0 
-@- 
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Ал > А 
Ж кч аә > А 
з 2 
又 дз AADA) = (G+) - 1+) = G - DP - I -2) 
因此 , 当 
a a a$ (4) эз 
з: 1 1 23 
>18) >f +2(1) > (2) +254; 219 
Аз > Аз | Dig. А > (2 
ИИА =h > a > мә Pa > G> 252 
1 Аз <А; 
2 < (2) < (4) +2 } 
x ГЫ 19251 < [2 < (% )} i 
44 — 2p +2q _ 234 > (2) 
Аз > À> j > Ç G "лг" > > (275 


即 结论 14 得 证 . 
可 见 ,通过 对 上 述 两 个 结论 的 证 明 ,4 元 正 数 比 3 元 正 数 的 情况 要 复杂 ,也 更 难 . 
(5) 但 是 ,对 于 n(3 < n € М) ЛЕЛ a, аз, "~", a ,我 们 还 是 有 如 下 步骤 . 
结论 15 设 n 个 正 数 a1,a2,…,an(2< n€N) 中 有 k(1<k<n-1) 个 取 p,n - k 
个 取 9(0 < p < q) 时 ,构成 的 算术 平均 为 4 由 ,几何 平均 为 GW, 则 有 
АФ) - GW > AÇ-D _ Go-D (С) 
АФС АК") gO (C) 
显然 , 当 取 n = 3 时 , 式 (07) 化 为 
АЎ - GÍ) > AP - GË) > 43- G 


这 取 为 式 (C3). 
(0) 化 为 
А@/6 > А/С > A/G; 
这 即 为 式 (C4) . 
因此 , 式 (C) HRG) 的 推广 , 式 (Ce) 为 式 (Cs) 的 推广 . 
证 明 ” (1) 设 
(p.q) = (р1,9),4 > pi> 0 
fP = п(А# - с\®) 
则 


KP -AEP = [pi + (n 0) - пи !1-[(п-1)рї + gi- пр 1] = 
(n ~ 2) 4 – пруд! + прл! – (п -2)p? = 
F(q) © 
由 于 Е,(р1) = 0 一 (9 - pi) 1 F。(q1), 应 用 综合 除法 : 
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1 n-2 -n 0 0 o oree 0 п _ -(п-2) 
п-2 -2 -2 =+ 22 С 00270) 
1 п- 2 -2 -2 -2 -2 п-2 0 
п-2 n-4 п-6 ève -(п-4) -(n-2) 
п-2 п-4 n-6 n-8 =+ = (i 0 
求 得 
SP -Д/ = FW = (q - р) фа (а - 1) 
其 中 
ф„(п-1) = (n -2)q12 + (n - 4)q1 pi + (n - 6) p+ 
(n – 4) рт? - (n - 2)p12 
当 n 为 偶数 时 
g@.(n - 1) = (n-2)(g - pi?) + (n - 4)qipi ° 
С) + Сар) 2 (qË - p) > 0 
当 n 为 奇数 时 
Paln - 1) = (а - 2) (417° – рт?) + (n - 4) фрі ° 
СИ) + + (ap) (gp) > 0 
因此 总 有 


ф„(п - 1) > 07,01) - fhln - 1) > 0 
А„(1) - С„(1) > A,(n - 1) - G,(n - 1) 
等 号 成 立 仅 当 ui = p = 4(1<і< п). 
(2) pie А, (К) = А(Р/С(®,: = P > 1, 于 是 


àC) (H-D пр"! )- 1+ (n - Dr" 
n 


A(n-1 ®\ лр! -Dp + gi) (а 1+ 0) 
设 
halt) = (n - 1+ m) - [1 + (n -We 

2972 (n - 1) + (n - r Sha 

L)" - 1] (n-ne - 1) = 

(ë - 1)8,00) 
其 中 В.) = [PD + 0-9 ү... 2, 1] - (n - Waya 
注意 s=2(n-2)+2(n-3)+2+1= 


(n-1)Xn-2)+1 > (n -2)(n - 1) 


ВЧ) > (n = D[ 0-2 a P-D P. JE - 
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(n = Dm2 = (п - De _ (a - 2 > 
(п = 4) (sD = 0 
h,(t) = (È - 1)8,(0) > 0> 
ADASI < 1540 < А-у 
АОС А0000 
等 号 成 立 仅 当 a; = р = 4(1<і< л). 
至 今 ,我 们 尚未 具体 地 求 出 A, - С, 与 4,/G6,(4 < n € N) 的 最 大 值 ,希望 大 家 再 接 
ЖЕЛ ‚ЖЕБЕЙТ, РЕШАТ, ЯЛ ЖЕШ. 


9 ”漂亮 证 明 
现在 ,我 们 已 经 知道 了 加 权 不 等 式 是 平均 值 不 等 式 的 推广 之 一 ,但 许多 数 奥 选手 对 
于 它 的 证 明 却 不 够 了 解 .在 本 文 的 最 后 一 节 , 我 们 介绍 它 的 几 种 证 法 . 
加 权 不 等 式 设 ai>0,0< 户 <11<i<nE N), HX p; = 1, 则 有 


Ура > > Па (А) 


如 果 设 4 > 0,5, = зор: = gi/S,, 则 明显 有 ps Є (0,1), Ур, = 1, 这 样 , 式 (A) 
等 价 于 


а Gi 
等 号 成 立 仅 当 a = a= = a, 


证 法 1 (1) 当 gE€ N(1 < i<nE€N) 时 ,5, EN, qa; 表示 gi 个 a;, 应 用 平均 值 不 
等 式 知 


A (ТЇ a): 
isl ——— є i=l 


RA) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a = ax = … 
O) a € ОЗ а єє n), a = А, ДАЕМ НО) = К< 
i < п), АА) 化 为 


SN Ài 
а У 
«л> ( П а) 0704 Ф 


izi Mi 
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ЖР и = mao = АЁ € МЇ < i< n) ARED E N, 由 (1) 知 , 式 @ 成 立 ， 
ATIR O 成 立 , 因 此 式 (A') RE. 

(3) 当 q € R° (1 < i < n) 时 ,根据 实数 逼近 有 理 数 的 原理 

Jim q”) = q'; € Q* 

知 , 式 (A') 仍然 成 立 . 

综合 上 述 知 ,对 任意 a; > 0,9 > 0(1 < i < п) 式 (A') 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 a = 
а = … = а. 

证 法 2 设 关于 x € R* 的 函数 为 

f(x) = jn | 

因此 f(x) HRR, SERERA 

Ў») = Л pa) >Z pin x < (а) >X ж < In( Ура) 

(ТЇ) < (рм) 


ú Ж < Ўра 


令 


f(x) = Ма 
(ж) = - 1⁄2 < 0 


|> ї а < Ўра 


х= а> 0(1<=і<лп)! i 


即 式 (A) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 al = аз = … = а,. 


证 法 3 (1) n = 1 时 , 式 (A') 显然 成 立 . 
Мп = 2 时 , 式 (A') 化 为 


9191 + 9242 =. 
Sme ы (ай аф )+я,+я, @ 


ШЖ 41,4 € Мәе + ф € N, 应 用 平均 值 不 等 式 知 


afa st 


qiai + par = (а +> + aj) + (а + + a) > 


(а + а) (ага) (az-a) l в = 
«Та, «Ло, 
(а + ябай аз) 


此 时 式 @ 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 а, = as. 
-图 - 
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MUR qoq € ОЁ = Giga = 22, НА) = LIER Ao € NG = 1,2), 
RAZOR 


Àip2a; + Артаз ди, ku kasa РЕ 
. А, А, 
Ае АЗ 22 (ays » ад Уу Ф 


由 于 Алло, Аз 也 为 正 整数 ,由 前 述 结 论 知 , 式 @ 成 立 .等 号 成 立 仅 当 а, = аз. 
WR ау, Є R* ,应 用 实数 逼近 有 理 数 的 原理 知 , 式 @ 仍然 成 立 . 


(2) 假设 当 = k+ (k € N) 时 , 式 (A') 成 立 ,并 记 。 = (TI an) 全 ,那么 有 


k а Ере: 
Уа + фае = Stnl( Па) ека] 527 даң + фале > Silet + en ) = 
ГЕП izl izi 


5+9 А 
вле Sa ) = 51е) qa, > (Sesi - geri)e = 


se = 5018)" @ 
这 表明 当 n = k HAA) 也 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 ар = а = = А 
综合 上 述 知 ,对 任意 n € N, 式 (A') 成 立 . 等 号 成 立 仅 当 а = а = = а,. 
证 法 4 (1) 易 知 当 n = 1 时 , 式 (A) 成 立 . 当 n = 2 时 , 式 (A) 即 为 
Pial + рза > аа? © 
а = x € R+, 上 式 化 为 
рлар + pax > ах Ф 


并 设 关于 x 的 函数 为 
f(x) = piai + pax - айїх#з=› 
Е = pm- paji 
f(x) = Pa(1- ро) aiia? > 0 
因此 f(x) 有 最 小 值 f(x0) ,其 中 хо 为 驻 点 , 它 是 导 函 数 方程 f(x) = 0 的 正 根 , 即 
рз = рза! = Oel — ахо = Oel - (ау = бело = al 一 
Кх) > Кх) = f(zo) = flai) = piai + рза = añ * pt = 
(pi + рз) ар - ай*# = ај – а = 0-5 
Pit + pax > aipa + poa > азат 
Вр п = 2 时 式 @ 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 а = аз. 
(2) 以 下 过 程 同 证 法 3. 


证 法 5 (1) Мп = 1,2 时 ,由 前 面 的 证 法 知 , 式 (A) 成 立 :那么 有 


Prak + Pk+1Gk+i 
Pk + Dk+1 


> (афа) т ® 


数学 奥林匹克 与 数学 文化 


(2) 假设 当 n = k E€ NAF, ACA) 成 立 ,那么 当 n = k + 1 时 ,注意 到 


к 


ЭЙ + (Pi + рыл) = Хіт = =1 
ка ki 
‚ = Dopa + (p + рыл) —P — 一 ee 一 as] > 
气 


а + > 
Pk + Рк+\ Pk + Pk+1 


Ур + (р, + pa) Саара) mrm > 
m 
э кї и 
(llan); baka = ПСЕ > П 
H n = k+ THRA) 也 成 立 ， ,等 号 成 立 仅 当 
а ут) 


а= а= © = а = (а 
ар = аз = * = а = а 


а = аны 
综合 上 述 (1) 和 (2) 知 ,对 任意 n Є №, (А) 成 立 .等 号 成 立 仅 当 al = 


an. 


证 法 6 (1) 易 知 当 n = 1 时 , 式 (A') 成 立 ; 
(2) 假设 当 п = 时 , 式 (A') 成 立 , 即 
>» а > s (24) 


等 号 成 立 仅 当 al = а = = а. 
那么 当 n = +1 时 ,注意 到 
5, = Зуба = Si + фа 


Hit ani = t> 0 及 e = (II at) RAF с 的 函数 为 


i tana ia 
FO) = 2дан + ыл! — Sea (Stn) 
m 


5, 9 
S ¿(aj 
fG) = фа = фа бел) а 


s, 
f= nafi- 2 -2u «йа o >0 
因此 AC) 有 最 小 值 /to) ,其 中 to РА Г) = 0 的 正 根 , 即 


5, 3 5/5, 
Qa - абе) Sa = 0>1 - Ë) = Е 
о > ЈО) = f(to) = f(e) = 


Ула + girle — Ska (e + еа): = = 
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k k 
Уфа + 91е 一 Spare St а/б = Уда + (gx = Sir)e = 
Пе = 

i 
Z ga: = Se > 0/01) > 0> 


Saa > Seal ii а) 


(仔细 思考 注意 cR t = а) 
即 当 n = kk + 1 时 , 式 (A’) 也 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 a = а) = = aka = е. 
综合 上 述 (1) 和 (2) 知 ,对 任意 n € NRA) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 al = az = … = 


an. 
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众所周知 ,简洁 美妙 .应 用 广泛 的 柯 西 不 等 式 为 : 
# х,у EROU < i < n;2< n € №, АЖ 


(EASA > (о)? (B) 
% AAN EL p e =... „Ж 
7 r Ji С A J 


ШЖ х,у; ЄВ (1 < i < n), 并 令 


(ah) = (DG < i (а) (Èa) > [Dre)] (с) 


显然 , 式 (C) 与 式 (B) 等 价 ， 它 是 柯 西 不 等 式 的 变种 ， 只 涉及 两 组 正 数 | ou 与 1b| ,如 果 把 
它 推广 到 多 组 正 数 中 去 ,就 是 脸 炙 人 口 的 绝妙 不 等 式 : 
ARERR а > 0,6; € (0,1)(1 < í < n;2 < n € N;l < j < m, 


2<m eN), BX = 1, 则 有 
Ї(5 6%» П 0) 
将 式 (D) 放 散 ， 得 到 更 直观 的 形式 


(Zaa) E (È aa)”. (È an)” > > (aatan) (0) 


式 (D') 奇异 、 美妙 ,壮观 ， йй жя”, э илеш” p 显 
然 , 欲 解决 它 ,不 能 强攻 ,只 能 智 取 . 为 此 ,我 们 请 来 “神通 广大 ”的 加 权 不 等 式 “ 拨 刀 相 
B”. 
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证 明 


izi ( = 
(жы) ES E j= 应 用 加 权 不 等 式 ) < 
Д) S { 2: 


БЕЛ БИЕ Б, 


i+ É, + 6, = (Do) > Di a3) 
等 号 成 立 仅 当 


< терь. ... 
Уа Уа “зы 
可 见 ， 加 权 不 等 式 在 上 述 证 明 中 功 不 可 灭 ” , 立 下 了 “汗马功劳 ". 
显然 , 当 m = 28,0; = 0, = 十 , 式 (D') 等 价 于 式 (C') ,因此 , 赫 尔 特 不 等 式 是 柯 西 


不 等 式 的 推广 . 

赫 尔 特 不 等 式 不 仅 应 用 广泛 ,而且 它 的 一 个 特例 权 方 和 不 等 式 ,应 用 同样 广泛 . 

权 方 和 不 等 式 ” 设 ai,b: > 0(1<is<ni2<nEN), 指 数 0 满 足 g(1+0) > 0, 
则 


人 = 1,2,9, п 


x а Èa А (E) 
" E. 
< be 
i=l i ( 
特别 地 , 当 9 = 1 时 ,上 式 化 为 
“ы (Ха)? 
> у= K (E) 
=b, " 


应 用 柯 西 不 等 式 式 (E') 易 证 . 
证 明 (1) 当 0 > 0 时 ,由 于 6,T 2 € (0,1) 且 T + 
应 用 赫 尔 特 不 等 式 , 有 


0 
T+ ВЕУ 
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PEOD 09 


=) ә -ara| = > а= 


al? (Sa) 
(7) (ба) 8 


< 6 
(270) 
等 号 成 立 仅 当 ` 
a? alt? а1*% а 1+0 
ri b a ew s = x: Шш = 
(шү л. (=) а а _ И а, 
b; "kh. b h в 


(2) 由 于 不 等 式 6(1 + 0) > 0 的 解 为 6 > 0 或 9 < - 1, 因此 当 9 < -1 时 , 令 1+0 = 
- BCB > 0), 代 入 式 (E) 并 应 用 刚才 的 结论 有 
SE (24) (ж ы” (X) 
< ГБ a = > af > B “тхл усанд уха уо 
(Èa) (23а) (之 名 


a al? (Za) 
er 


„ > а 
m b (Sa) 
即 此 时 式 (E) 仍然 成 立 . 
综合 上 述 (1) 和 (2) 知 , 式 (E) RE. 
顺便 指出 , 当 p; > 0(1 < < т) 时 , 赫 尔 特 不 等 式 可 加 权 推 广 为 


TÈ pa)" > ЎЫ) @ 
HOD), (F) 两 式 等 号 成 立 均 可 表 为 
а а; а, 
,bs sm 


由 于 赫 尔 特 不 等 式 * 英 俊 潇洒 ,风度 翩 遍 ”, 当然 不 会 “孤单 寂寞 , 独 守 空 房 , 从 结构 
上 讲 , 它 有 一 个 “如 花 似 玉 , 貌 车 天 仙 ” 的 配对 式 : 

闵可夫 斯 基 (Minkowski) 不 等 式 ” 设 a >1,h;>0,a>01l<is<sn€EN,l< 
j =m € М), 


" £ a КИ! 
50а)" > [DD] (©) 
等 号 成 立 仅 当 
Zu i za :ol = Xp: x2 Kn = "° = Kim ` X2m 


特别 , 当 取 特例 m = 2 时 , 便 是 我 们 常用 的 
-图 - 
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(Xa) + (и): > [È Ca +] (G) 
等 号 成 立 仅 当 E 


如 取 a = 2, 式 (G' ) 化 为 


(а ы) > Ха ya, и EAE > 
Elat t D 2D abe 


a) (2700) > (Јав)? 
这 正好 是 我 们 所 熟知 的 柯 西 不 等 式 . 

结合 式 (G' ) 与 数学 归纳 法 , 即 可 证 明 式 (G). 

我 们 知道 ,在 解 证 关于 不 等 式 的 题目 时 ,不 仅 要 应 用 平均 值 不 等 式 、 柯 西 不 等 式 、 排 
序 不 等 式 赫 尔 特 不 等 式 、 权 方 和 不 等 式 , 有 时 还 要 应 用 : 

切 比 雪 夫 不 等 式 ее 5315, (п Є N) 同 序 , 则 


а= 2 


(н) 


п п 


ШЖ lanl l ynl 反 序 , 则 式 (H) 反 序 . 

至 于 切 比 雪夫 不 等 式 (H) ,许多 数 奥 参与 者 都 熟知 ,但 关于 式 (H) 的 加 权 推广 ,知道 
的 人 就 不 多 了 . 

推广 1 Be) 与 1y,| УЖЕ pi > 0(1 < i < n € №), А] 


Mlad Siyal Ж, Хр < 1 时 


È pas: > (2а) (Јо) а) 
(2) Klal 915,1 FED p > 1 时 
Урад < ( (Zra) (ә) (r) 


(D, а) Bts sk aii, = 1Ë xi = а = … = ж, у = y> = = y;. 


下 面 我 们 用 3 种 方 法 证 明 推广 1, 希 望 大 家 总 结 其 证 法 技巧 . 
证 法 1 注意 到 


及 Dos 2 ж 
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R = рад: - (а) (Èpo) = (Z) (ко) - 
(Dr) Ун) = Ума - Ури = 


SD opra - ppagi) = X D pena - 5) Ф 


j=l ian 


同 理 可 得 


R= X X pegi; - xi) © 
ЕЕ 


2R = эрэр (а = 5) (yi - ур) ® 
M 在 [| Sy] 同 序 , 则 (各 一己 ) ЧО); - y) 同 号 ,于 是 


(xi = xj)( yi - у) > 0 一 R> 05X рад: > (Хк) (Soo) A Zp) > 
(Èra) (Èpo) 
(2) 当 | xz 上 | fyn} 反 序 时 ,(%; - x;) Убу - уу) 异 号 ,并 注意 此 时 六 > 1, 有 
Ci = х))(у»- у) < 0 R < орад < 
(а) (Boo) A Dr) (; (22а) Èpo) 
由 (1),(2) 知 ,推广 1 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 ps = 1 且 = 和 = = m Ry = 


证 法 2 (1) n = 2 时 ,由 于 
(руза + рэхз)(руу + рзуз) = plxuyi + p3z2y2 + Pipa(xly2 + x271) = 
(pi + pa)(pixiyi + рохоуз) — pip2(x1 ~ ж›)(у- уз) 
@ 
Hierl Уул уз} BFR, Cxi — х2) 与 (yi - уз) 同 号 ,由 图 得 
(руху + paw2)(piyi + рзуз) < (pi + pa)(piziyi + paw2y2) < pixuyi + рох2уз 
(2) BX n = kit, ROR, IAM n= k+ 1 时 ,注意 到 | z | Бул} 同 序 ， 
且 此 时 


кы 


урра лар <1 


Tl-p © 
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及 (1- рь) + ры = 1 
由 假设 有 
Ši pav = D pas + ралам = (1- һан)» рагы 
a- a(S è 1 аш) + Pk+1Xk+1Yk+1 © 
в r)a (È 200.) m janr oA 


а > [а- A T i)a Pinten) [ а- n [r Pa s pai) + талы] = 
(ра + пана) Сн + рала) = 


(а) (в) 
这 表明 , 当 n = А +1 иа) 仍然 成 立 . 
综合 上 述 ,对 任意 n € N, 式 (D 成立 . 
同 理 可 证 式 (T) 成 立 . 


证 法 3 (1) 由 证 法 2 知 , 当 n = 1,2 时 ,推广 1 成立， 
(2) 假设 当 n = kRO 成 立 ,那么 当 n = k + 1 时 ,注意 到 当 |xiwl у 


FERT, хк, ж} 1л, yal 同 序 , 令 
_ __РЕ _ Рым 
Db + ра’ 7 рь + Pin 
А, > O,B 2 +p = 1, 再 认识 到 
k-1 k+l 
РЭГ + (рь + Prsi) = >n. <1 
有 


Г 


дурд С Урал + роду, + Pk+LXk+1yk+l = 

Урат + (рь + ра) (Аякъ + Ил, Ayka) > 

Урат + (р, + prai) (Алу + parsi) (уь + нука) > 

р + (рь + Prsi) (Аа + pxtsi)] ` [Sp + (оО 


(ьа + рра + реалка)" (Soo + рә + рау) = 
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ШЕЯ Y |z," ›җ-л,Аж + их} Буу,» урл Ауа + yz al 同 序 的 原理 , 即 当 
n = Ё+1Җ(1) 也 成 立 . 

综合 以 上 (1) 和 (2) 知 ,对 任意 n € NRO 成 立 . 同 理 可 证 式 (T). 故 推广 1 成立， 

刚才 我 们 一 口气 用 3 种 方法 证 明 推广 1, 其 后 两 种 方法 是 数学 归纳 法 ,应 用 此 两 种 技 
巧 证 明 一 类 带 权 系数 的 不 等 式 是 比较 奏效 的 .但 值得 注意 的 是 ,在 证 明 时 ,不 能 只 验证 了 
` n = 1 时 就 急于 求 成 地 开始 归纳 假设 ,这 样 不 严密 ,而 必须 要 证 完 当 п = 2 时 命题 成 
立 , 才 会 天 衣 无 缝 ,无懈可击 . 

推广 1 仅仅 是 从 权 系 数 方面 推广 了 切 比 雪夫 不 等 式 ,其 实 , 当 |x,| 与 1y,| 同 序 时 ,我 
们 还 可 以 从 权 系数 .元 数组 数 、 指 数 三 个 方面 将 切 比 雪夫 不 等 式 综合 推广 为 : 

推广 2( 综 合 推广 ) 设 元 数 2 < n € N, 组 数 2 < m € N, 指 数 0 > 1, 系 数 p; € (0, 


Ба іал јат), Нр = 1 lam}, lanal rs | tna) 均 为 正 数 同 序列 , 则 有 
ELi) = Ора)“ D 
等 号 成 立 仅 当 sj = xj = = xç(j = 1,2,+,т). 
当 g = 1(1 < j < m) 时 , 式 (]) 化 为 
Уор > Пра) (к) 
再 取 pi = T (< i п) AA 


п“ 


а) 


Ze DS” | 
j= n 

这 便 是 20 世纪 90 年 代 我 国 的 张 运筹 教授 运用 高 等 数学 中 的 高 阶 矩 阵 建立 的 成 果 , 发 表 
在 《湖南 数学 通讯 ) 刊物 上 . 

显然 , 当 m = 2 时 , 式 (L) 等 价 于 式 (H). 因 此 , 式 (L)“ 官 运 享 通 , 连 升 四 级 " 才 登 上 高 
峰 式 (J). 可 见 , 欲 证 明 式 (J) ,得 克服 重重 困难 ,但 是 ,我 们 “智勇 双全 ”, 谁 也 挡 不 住 ,我 们 
的 脚步 ! 

证 明 ”我 们 先 证 明 式 (K). 


Ж yu V2, Yn 均 同 号 , 且 记 y = ез >0(1<i<n6€N. 
(1) 34 y; > 0=>7 > аы [АЕ ар ес 
($га)? > (È pan)” СА мул „ Урай 


Па) > IÈ pat)» 


J= 


( Уа) фт > П ( Ура) = 


J= 
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Ура > Г (È pat) © 
(2) 4 y; < 07 < x. < оа <i< A) 仿 然 应 用 加 权 寡 平均 不 等 式 ， 有 


(È par)” Gs (È pat )””—( (Zea) > Ура 
同样 可 得 式 @. 
现在 ,我 们 令 af = ху, Шай = ха,а = za," als = х (і = 1,2,…,n), 由 于 1， 
Yar Уһ ING W хы}, ао, аьа 均 同 序 , 且 
ЇЇ» = Па = aÈ% = at 
RAR © 即 得 Sa 
200115) > TIZ pas) 
这 就 是 式 (K). 
最 后 ,注意 到 Ө, > 1(1 < j m) HARK) 和 加 权 寡 平均 不 等 式 ,有 
Ўн) > Пн) > Пра)“ 
等 号 成 立 仅 当 xu = xy = = а = 1, 2,- т). 
H, RISD EMIRI E RAEE, ША НЕР 了 推广 2, 使 之 显得 通俗 易 
W, REAR. 
从 外 观 结构 上 看 , 式 (J) ЭЗЕЛИ САТ, ТИШЕК”, RR EAG K ‚ДЕШ 
“楼 观 沧海 日 , 门 对 折 江 潮 ”. 此 时 此 刻 ,我 们 的 心情 格外 愉快 , 真 想 对 着 月 光 弹 琴 , 对 着 山 
水 吟 诗 , 向 着 太阳 歌唱 . 


11 ”美妙 应 用 


我 们 在 前 面 介绍 的 一 系列 优美 的 不 等 式 , 当 他 们 看 到 我 们 在 解 题 受挫 时 ,个 个 都 会 
“ 行 侠 仗 义 , 拨 刀 相助 ”, 决 不 会 “ 隔 岸 观 火 ,袖手旁观 ”. 
例 1 设 p,q 为 已 知 正常 数 ,9 € (0,7) 为 变量 , 求 (sin 0)” - (cos 9)* 的 最 大 值 . 
分 析 W D(0) = (sin 0)” • (cos 0)*. 联 想到 加 权 不 等 式 , 有 
іп 0 + gcos 0)P*% 
D0) < ( е) Ф 
再 记 S(0) = psin 0 + qcos б. 


这 就 是 我 们 能 熟知 的 典型 的 三 角 式 ,可 用 多 种 方法 求 出 最 大 值 ,特别 是 应 用 柯 西 不 
等 式 最 简洁 . š 


S(0) < V (p? + 42) (віп20 + co20)=S(0) < V P + => Ф 
р) < (00) (Уе) ® 
ые Жы. т Аде 
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即 我 们 求 出 了 D(9) 的 最 大 值 是 式 @ 右边 的 量 . 

上 述 解 答 显得 非常 轻松 简洁 ,但 是 ,我 们 别 高 兴 得 太 早 ,因为 式 @ 等 号 成 立 的 条 件 
是 

sin 0 = cos 0=0 = F 
式 @ 等 号 成 立 的 条 件 是 
p :q = sin 0 : cos ап 0 = p/q 

因此 式 @ 等 号 成 立 的 条 件 应 该 是 9 = FoP = 9, 但 题 意 中 告诉 我 们 的 已 知 条 件 是 p,q 
为 已 知 正常 数 ,不 一 定 有 р = 4, 因此 上 述 解答 为 错误 的 ,其 错误 原因 并 非 是 错 用 加 权 不 
等 式 ,而 是 没有 巧妙 应 用 加 权 不 等 式 ,其 应 用 柯 西 不 等 式 也 是 画蛇添足 . 

解法 1 V D(0) = (sin 0)” (cos 6)?, 应 用 加 权 不 等 式 有 

D2(0) = (зїп?Ө)Р. (cos20)9 = (qsin20)” + (рсоз2@)+ 


Фр 27 
Фр“ (Ө) = (qsin00)? « Сре?) < [PCIA + ol peos0)] _ 


_рд_ P+9 pa’ 
Pa =D(0) <y (p + 4)”*% © 


即 所 求 的 最 大 值 为 式 @ 右边 的 量 . 等 号 成 立 仅 当 
gsin20 = pcos20—+tan 0 - [2 
本 题 也 可 用 微分 法 求解 ， 


解法 2 BAF OE (0,7) 的 函数 为 
/(8) = (віп g)P(cos 0)1] = pln sin 0 + gln cos 0 
求 导 得 
2 
= pocot 0 - =- 2- | / 2] [ое 
f (0) = рсо 0 — gtan 0 af Cian 0) (Wz)] t ө 
HTE f (00) = 0, 求 驻 点 ,得 


(tan 00)? = (2) =% > aream 2 ® 


显然 , 当 > 0 > 名 时 ,1 (9) < 0; 当 0 < 9 < 681,7 (0) > 0; 因 此 大 0) 有 最 大 值 
人 bo) , 即 


FCO) < f(0)mx = f(0o) = ріп sin бу + qln cos ĝo = pln( [+ (| [2-) = 


"| 6] Во 0)" «| Убу 
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等 号 成 立 仅 当 tan 9 = VBP79. 
上 述 的 解法 2 告诉 我 们 ,对 于 几 个 变量 相 乘 时 ,应 设 为 自然 对 数 函数 的 形式 ,在 求 导 
时 才能 简便 易 行 . 
012 设 9 为 实 角 , 正 数 x,y 满足 
кё 50 + -1 @ 
Ж x + y 的 最 小 值 . 
本 题 的 已 知 条 件 特别 而 又 复杂 ,须要 巧 思 方 可 求解. 
解法 1 巧妙 配方 得 
зш 9 сов5@ 1 (увіп20 - хсов20)2 ‚(же £ соз?@ y- 


is 
好 х у “х+у 


буе + у)? > lha + у) = 1 


x + у 取 到 最 小 值 1 的 条 件 是 
ysin20 - хсов20 = 0 
sin50 = Ji =(x,y) = (sin2bg,cos20) 


х 


解法 2 ЛБЕ 60, 
in203 
1 Gra is (222) Даай] {эш 


x+y x+y 


x+y 
(ee + сов?б\3 

x+y 
(x + у) = 


1 
= G + yP> + y > lsa + y = 1ə 


等 号 成 立 仅 当 
ү 0/x = соё8/у 


зїпбӨ/х? + cos$0/ у? = 19690) = ерд) 


解法 3 ”应 用 赫 尔 特 不 等 式 , 有 
sin6g  соёб\3 _ тзшбб\3 — 2[cos50)3 _ 
(中 + 97) А 2) 


(«+ у = (к+у)#. 


вїп?Ө + сов20 = lax + у > laha + у)"" = 


等 号 成 立 仅 当 
a: y = ÉO , союб 
` a? I РД 2 2, 
a ёё. =(x,y) = (sin2g,cos20) 
* x 


Mathematical Olympiads ала Mathematical Сийиге 


解法 4 注意 到 1 + 2 = 3, 应 用 权 方 和 不 等 式 , 得 
(віп)?  (co20)2 _ (віп?0 + eosg) ___1 
а? Ры (xz + у)? (x+ y> 


(x + у)? > laa + y > lha + у) = 1 


1 = 


у 


等 号 成 立 仅 当 
зіп20 _ co20 
ИКЕ (х,у) = (вїё?Ө,соёб) 
s: + ү ORONS 
y 


刚才 我 们 一 气 呵 成 地 用 4 种 方法 解答 了 本 题 , 除 解法 1 巧妙 配方 以 外 ,在 后 面 的 3 种 
解答 中 ,如 权 短 平 均 不 等 式 、 赫 尔 特 不 等 式 、 权 方 和 不 等 式 ,它们 “八仙 过 海 ,各 显 神通 ”. 
而 且 , 只 有 解法 4 应 用 权 方 和 不 等 式 倍 显 简洁 漂亮 ,并 启发 我 们 可 将 本 题 推广 为 : 

推广 3 设 0E R,z,yE R+, 且 满足 

(sin тт x (cos ре” айз. 
其 中 指数 k(l + k) > 0, 求 S = x+ у 的 极 值 . 

解 ”应 用 权 方 和 不 等 式 , 有 
(si20)!*k (сов20)'+&_ (віп? + сов20)!** 

РА + * > (х + у)“ 


А = "бурт?" > [+ ) 
BA M k> 0 时 ,(x + y)ma = ГЕ < 一 1 时 ,x + y < (а + y)ma = 1. 
相应 地 ,还 有 

推广 4 Ba, BER, x,y,z E Rt, kO + k) > 0, 且 满足 


иде 201) in 8)2+®Ю 2+ю) 
(sin а) $ (cos asin 8) A (cos acos В) = къо 
x 


RS =x+y+z 的 极 值 . 
提示 ”注意 到 
sima + (cos asin £)? + (сов acos 8)2 = sin? а + (віп 8 + сов) сова = 
sina + сова = 1 
仿照 推广 3 的 解法 有 


К> [sima + (cos asin 8)? + (сов acos 8)2]!** 
(x + y + z)“ = Gz+ y + 2) 


(z+ y + t > (1) 
而 且 , 还 可 再 将 推广 4 进行 推广 
з BAREM a,b > 0,a € (0,7). S = a Vsina + В V соз a 的 最 大 什 
分 析 ”观察 表达 式 S 的 结构 特征 ,使 我 们 联想 到 应 用 柯 西 不 等 式 得 


S < V (a? + b?) (епа + сова) = „//2(а2 + b2)eos(a — 4) < 
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VY a + b) Smax = VV2(a2+ b?) 
显然 ,此 时 S 达到 最 大 值 的 条 件 是 
a/b = V sin a/cos a 


x= =a =b Ha = T+ 


а= 1 
但 是 ,已 知 条 件 告诉 我 们 ;e, 为 给 定 正 数 ,不 一 定 有 a = 0, 因此 不 能 用 此 种 思路 解 
答 本 题 .看 来 ,我 们 只 得 另 观 新 路 了 . 
E RARA > 0, 配 方 有 


2 
S? = (aVsina + b / cos а)? = (1 + А2) а?ып a + оов a) - 


(aà зї а - È V eos a) @ 
MER @ 知 , 欲 使 $ 取 到 最 大 值 ,必须 且 只 须 
aà Viina -È Voa =0 


b 

2, 

а?ѕіп а = cos а 
22 


3 3 
解 得 4 = Җәшва s [5 
求 得 所 求 最 大 值 为 
Su = (а3 + 553 
上 述 解 法 新 奇 巧 妙 ,初等 简洁 ,做 到 了 难题 巧 解 .我 们 还 可 应 用 微分 法 和 赫 尔 特 不 等 
式 解答 ,这 留 在 后 面 的 推广 中 体现 . 


例 4 а> 0,6 > 0,х € (2kr,2kr + 2 )(k € №), ЖЕ: 
S+ (ау)! @ 


Sin x ` cos х 


首先 说 明 , 如 果 我 们 记 式 O 左边 为 y, 则 


— /2% > 2/7 
sin хсоз x sin 2x 


这 一 结果 比 式 @ 右边 要 弱 , 且 等 号 成 立 的 条 件 是 a = b 及 x = 所, 但 已 知 条 件 中 并 


没 告诉 我 们 а = ,因此 上 述 解法 错误 . 
下 面 我 们 先 用 两 种 初等 方法 证 明 本 题 . 
证 法 1 设 参数 4 > 0,B > 0, 那 么 


т sin x > 0 а b 
x € (2kr,2kr + 2 )= {5 x > 007 = sin z + cos x 一 
(Asin x + qn z) + (Beos x + — ) - (Asin x + Bcos x) > 


cos x 


@ 
-图 - 
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2VaA + 2 / bB - (Asin х + Beos x) > 
2VaA +2 ЪВ -VA + В? 0 


等 号 成 立 仅 当 
Ja 


Asin х = a/sin х VE Денар JJe, 元 
Bcos z = b/cos х — tan x = | = no >” 


А/В = sin x/cos x cos x = VF 
ую» = (а? + J 3⁄2 
以 上 证 法 就 是 待定 系数 法 ,自然 奇 巧 , 且 进 一 步 还 可 求 得 待定 系数 


А = 520/2 + J) 
Z 
в = 50072 + Б) 
Ха? 
证 法 2 由 于 
2 ыб, E 2 _ 
Y = lsinz #совх/ = sin2x * coda + sin xcos x = 


a2(1 + сох) + b2(1 + tax) + 2ab(tan x + cot x) = 


a +b A+B . @ 
А = a?2co x + abtan x + abtan x 
l; = b’tan?’x + abcot x + abcot х 
于 是 4 >з а?соЁх( аап x)? = 3 / а. 
同 理 B>3V a 
RA Q 44 


y> а + 2 + 3V a а? + Y М) = (а +/ юу 


等 号 成 立 仅 当 
а?со?х = abtan x = abtan х ya 
[Su = abcot x = da n Ы “ү 
现在 ,我 们 先 写 下 本 题 的 结论 : 
a аа Ы) (a) 


sin х ` cos х 


再 写 下 例 3 的 结论 : 
а sin x + b Гоо з < (Z at + A) (b) 
又 联想 到 我 们 所 熟知 的 结论 : 


asin x + bcos x < (a? + b2)3 (е) 


数学 奥林匹克 与 数学 文化 


FARR), (b), (c) 三 式 ,发 现 它们 有 密切 的 联系 ,我 们 能 将 它们 “三 国 归 晋 ”、 和 
谐 统一 吗 ?我 们 先 用 微分 法 进行 试探 : 


Ж п 2,а € (0,7) 的 函数 为 
Ка) = asina + bcos'a=f' (а) = nasin""lacos а — nbcos""lasin a = 
1 nsin 2асов' а (апе За - È) 
因此 ,和 欲 判断 f(a) 的 极 值 , 故 对 指数 п 分 情况 讨论 : 


(1) Мп = 0 时 ,f(a) = a + b; 
(2) 30 < n < 2 时 , 易 知 当 


时 ,f(a) 有 最 大 值 
т = (ай + brn) F 
当 n > 2 时 ,f(a) 有 最 小 值 m; 
当 n < 0 时 ,f(a) 有 最 小 值 m. 
因此 ,我 们 获得 完美 的 推广 式 : 
推广 5 п 2 为 实数 ,a 为 锐角 , 记 
Р = asin'a + bcos'a,m = ( а225 + bZ) 


那么 :(1) Мп € [0,2) 时 


2-а 
2 


Р= т (4) 
(2) 当 nmE(-m,0]U(2,+m) 时 
Р>т (е) 


z= 
(4), (е) 两 式 等 号 成 立 仅 当 tan a = (22) 2", 
本 推广 可 作为 定理 应 用 ,现在 我 们 再 应 用 赫 尔 特 不 等 式 证 明 它 . 
证 明 (1) n € [0,2) 时 ,应 用 赫 尔 特 不 等 式 有 号 +23 = 1. 


CaTa + bT) T- (sia + соёа)® > Саз) 5" (вида)# + (0225) + (соа)8 
Р = asin'a + bcos"a < т 
等 号 成 立 仅 当 
= к, 
sms = (0) un a = (р) 


cos a 


2 n-2 
(2) п> 28,2 + а= 1: 
Бүр S G AE 
(asinra + Боовта)2 Сата + БЕА) 92 > (asina)1 - Сах) 52 + (Ьоо'а)5 + (02222 = 
sina + сова = lP = asinra + bcos'a > т 
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等 号 成 立 仅 当 
ше (ана = (В) на = (8) 


Щп < 0 时 , 令 n = – КЕ > 0), 由 于 下 + r; = 1 有 


а b VE 
( те райы | ) * (sia + сова) > 
sma cosa 


дф = 

a 6 ‚., ү ь ү ЕУ 

= Е = (віпа)2 + | 一 矿 = (cos2a )k+2 = 
sinta cosa 


ati + b= P > (айз + ы) „т 
等 号 成 立 仅 当 


Шш (о) эша)! = foun (р) 


特别 地 ,应 用 本 推广 , 易 得 如 下 
推广 6 设 a > 0,6b > 0,а,ВЄ (0,7), п, > 0, 则 有 


ааа" Уа + Уа)" (0) 


一 人 一 + 
cosa sin "asin 
当 n = k = 0 时 , 式 (f) 化 为 等 式 


a+b=a+b 
当 n = k= l,a = b = 1 时 , 式 (f) 化 为 
— . 1 5 (а) 
cosza sinasin? cosp > 8 
这 正好 是 1982CMO 试题 之 一 . 
BIS 设 p,gq,n,k ER*,0E (0,7). 
79) = p(tan 0)" + q(cot 0)* 
的 极 值 . 
解析 简 记 tan 9 = t > 0, 则 cot 9 = 1⁄: > 0, 那 么 


KO) = pr + g = /1) 
显然 , 当 n = 上 时 ,可 得 
SO) = pr + 4 > 2 / ра (0) = ЈО) = 2 / pq 


ыч = fot (бео (0) 
pt = пі = p 一 tan 0 = P 
时 达到 . 
H n g kit, iE з = pÀ + gp, 其 中 4 ,yp 为 正 参数 ,观察 表达 式 f(1) , 宜 用 加 权 不 等 式 
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оа )+ (в) = (人 «Ж 


í sasi. ү; 
s'a. p“ А @ 
为 了 让 о) 取 到 最 小 值 ,必须 且 只 须 
0А _ № 
тА - Щи = 0= = пр g 
因此 可 取 X = А, = тз = pÀ + фи = е 
Е. 1 ра(п 
лө + а) - 5 T е = IGO: учтар 
а 1 Е ағ 14 (п+ 0) 
вч PQ hai (È) = (H) an o = (E) 


时 达到 ， 
上 述 思路 通俗 自然 ,初等 巧妙 .我 们 改 用 微分 法 求解 ,看 结果 是 否 一 致 
易 得 
si- 
М0) = pë + qta (t) = ти! - ы? = быш = (А), 


(to) = n(n - pü" + k(k +1)46®*® = 
[n(n - Dpü* + k(k +1)416'#*? = 


[n(n - Dp( 各) + klk + 1)qlig*? = 


k(n + Pag? > Ofl t)min = f(to) = ptd + 904 = 
(м), (2) ло. = ы 
可 见 , 只 要 思路 正确 ,结论 是 一 样 的 : 


p(tan 0)" + q(cot 0)“ 


— pa(n+k) _ 
тіп = 04)“ + (пр y“ Jinak) 


= рд(п + k) 
> [(np)"(kg)*] n+®) 
等 号 成 立 仅 当 tan g = (名 


"ín = k 时 ,有 f(w) = 2У/р,ша% = w= (2), 
因此 上 式 包括 了 п = 上 时 的 情形 . 
例 6 а> 0(1 = 1,2,---,пЄ М), На > B > 0, 求 证 : 


(Za) )'* < (229) (м) 


分 析 当 我 们 一 看 到 式 (M) 时 ， 立刻 眼 晴 发 亮 一 这 不 是 军 平 均 不 等 式 吗 ?但 仔细 
一 瞧 , 它 又 不 是 ,因为 寡 平 均 不 等 式 是 
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izi 


п п 
(M), (N) 两 式 相 比较 ,虽然 它们 的 外 形 和 结构 相似 ,但 式 (M) 两 边 分 母 中 少 了 n, 且 它们 
的 方向 恰好 相反 .为 了 对 付 式 (M) ,我 们 用 归纳 法 尝试 . 
证 明 (1) 当 n = 1 时 , 式 (M) 成 为 等 式 
(a): = (aye 


CIR ` 


当 n = 2 时 , 须 证 
(at + a3)" < (af + ah)? 四 


成 立 . 当 а, 和 а, 有 一 个 为 0 时 , 式 O 显然 成 立 . 
不 妨 设 ai > а; > 0, 有 


oea o(a e(a) mi (2) <1 (2"> 
EATE < h] С) <ha 


(а (033). 


(а + a)! < (ай + a) 


即 式 © 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 а = аз. 
(2) 假设 n = 上 时 命题 成 立 , 即 


k k 
(Za) < (2249) @ 
А 
那么 , 当 n = +1 时 , 令 2)af = 省 > 中 = 6,0 > 0,d > 0,8 
(i) < (h)ad < d; 
由 (1) 得 
(di + а 1) < (d + ш i i 
а а В. 
0< di < dad < dË (di + ай) < (di + ak.) = 


А ‚ 
(Оа + а) < (5 + аб) 


(ae < (2) у: Ф 


即 当 = k+ 1 时 ,命题 成 立 . 
综合 (1) 和 (2) 知 ,对 一 切 n € N, 命 题 成 立 . 
Ж (1) 在 证 明 п = 2 时 ,应 用 了 一 个 技巧 : 
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1+ (2) <l+ (2 a) 

这 是 关键 的 一 步 , 在 证 明 (2) 中 又 利用 了 (1) 中 n = 2 时 成 立 ,这 一 点 在 数学 归纳 法 中 是 
少见 的 . 

(2) ЕРКАК) 中 ,指数 条 件 是 > p, EURT a> p > 0,а > 0 > В, 
«>0>Й,0>а > 8 这 四 种 情形 ,而 本 题 则 限制 为 c > В > 0. 

(3) 寡 平 均 不 等 式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ar = a = … = a,. 

而 此 时 在 本 题 中 , 则 导出 

as < п пі 1-3) <l=n=1 

这 表明 式 (M) 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 n = 1 或 a; = 0(1 < i < n). 

(4) 众所周知 , 寡 平 均 不 等 式 可 以 从 系数 方面 推广 为 加 权 朝 平均 不 等 式 : 


Ў а,р > 0(1<i<nE юн» = lc > B, 则 


(Zea), > (Хра 0) (0) 


相应 地 ,我 们 易 将 式 (M) 从 系数 方面 推广 为: 
推广 7 Wa > 0,K € NI < i< n € Мм), На > 8 > 0,MWl 


(ка) Ma = < (È xa) 1⁄8 (Р) 
但 是 ,我 们 不 能 将 式 (P) «вака ка < í < n) 推广 到 任意 正 实数 中 去 ,因为 如 
RH K, € (0,1)(1 < i < n) НУК = 1 时 , 式 (P) 与 加 权 宕 平均 不 等 式 矛 盾 . 


如 果 有 谁 怀疑 ,那么 当 KO < i < n) 为 有 理 数 时 ,可 设 K, = Аи = нушу, 
ti = Аии, ЖФА, ш € М,Н (А, = 1(1 < i<n), 则 jp,ti € N(1 < í< п), Р 


1<wEN 
корун < ən < < p’? @ 
Э 
(Bra) = (È а)" (ём) С Ф 
А 


AR O я, 91 @ 右边 时 已 经 “此 路 不 通 ” 了 ,自然 无 法 推出 式 (P). 
(5) 尽管 如 此 ,漂亮 的 不 等 式 (P) 仍然 可 与 加 权 短 平均 不 等 式 (0) 竞 秀 比美 .现在 ,我 
们 干脆 用 简洁 漂亮 的 方法 证 明 加 权 短 平均 不 等 式 (0). 
证 明 ”由 定义 
lim( Z pa!) v _ Пе 
知 ,我 们 只 须 证 明 ,8 е 0 时 的 情况 即 可 . 
Ў 0 2 0,х > 0, 且 函数 
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Р(х) = В?! 
S(x) = 0(0 - 1)#-2 


а) s < оо - D 20705) >08, а) HAER анаа 


fa) = 2 


А Хра > (а) 


Уо) > хан Ф 


> 
0= u = (l< i< n) 
Ура > (Doe) a 

АӨ < 0 或 6> 1 及 9 = фа > B, 知 只 有 a > B > 0 与 a > 0 > 8 这 两 种 情况 ， 

结合 式 团 有 
(È pat)" > (È pet)” 

这 即 为 (0) R. I 

(2) 340 < 0 < 1>0(0 - 1) < 0=f'(x) < 0. f(x) 为 止 函数 ,有 反 向 琴 生 不 等 式 


Уа) «рәр < (Èra) => 
Dpat > ($ pe) 


a 
由 于 0 = 8 E (0,1) 


а> В 
此 时 式 (0) 仍然 成 立 . 
综合 上 述 , 式 (0) 恒 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 al = a = = a. 
例 7 a,b ER ,n EN, 
PEE FESP жы ы 
t an i š 2 


(È pat)" > (X ph) 


P= 
则 有 


ТИНИН w 
分 析 KE RR С АА, ERORE) , 却 是 一 个 优美 的 
双向 不 等 式 , 它 关于 a,b 对 称 , 且 P, 的 表达 式 又 较 复杂 . 为 了 准备 “大 决战 .我 们 对 式 
(Q) 的 观察 和 分 析 实 施 “ 左 右 夹击 ,两 面包 抄 ”. 
我 们 先 分 析 式 (Q) 左边 : 设 ,8 > 0, 有 
We са — 6) (а? - P) > Оаа + GP > al + айе 
a,B > 0 
a" + b" > ahb"-k + a(l < k < n - 1) 
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(п-1)(а®+°) > У) (abt + ак) = 
= 

ад Р ЕД 

Diar- + Уа -kpk = 22 a n-k y 

= = 各 
к 

(п + 1)(а" + 如) >2(а" + > а" + Б") 
#1 

(п + 1)(а" + b") > 2(п +1)Р„— 


“+ „р, 


因此 式 (Q) 左边 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 а = 5b. 所 以 我 们 只 须 证 明 式 (Q) 右边 成 立 . 


现在 我 们 分 析 式 (Q) 右边 .应 用 因 式 分 解 或 等 比 数列 求 和 公式 ,得 
A antl ph > (+) * 
= (n+ Па - b) 2 
再 令 x = a/b > 0, 那 又 将 式 @ 从 两 个 字母 a,b 转化 为 一 个 字母 x 的 不 等 式 


atol x+ 1)" 
(п + 00-0) 2А 2 
然后 我 们 对 式 @ 施行 归纳 法 可 行 . 


证 法 1 (1) n = 1 时 , 式 (Q) 显然 成 立 ; 当 а = b 时 , 式 (Q) 等 号 显然 成 立 ; 


(2) 当 a = bit, HFR) 左右 两 边关 于 a Wb 对 称 , 故 只 须 证 当 a > b > 0 时 式 


(0) 右边 成 立即 可 ,由 于 它 等 价 于 
art! prt (= +b)" 
Bes mes) > 
令 x = a/b > 1, 式 四 简化 为 
эй ү >(= 
(п+1)(х-1)®\ 2 
现 对 式 @ 用 归纳 法 证 明 : 
Мп = 1 时 , 式 加 化 为 等 式 成 立 . 
当 n = 2 时 , 式 团 化 为 


Тоба +1) a F +2х + Dr -2 +1 э 0 - 1) 50 


成 立 , 等 号 成 立 仅 当 x = lea = b. 
假设 当 n = k(k € N) 时 , 式 @ 四 成 立 , 即 


-1 (=) 
+D - 1)” 2 е 
ksl _ k+1 
miot- Fea 
那么 , 当 n = k + Et, ШЕ 


хї*? 1 (= ү 
(к+2)(=-1)®^\ 2 


只 须 证 
-图 - 


® 


@ 
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22 - 1 | z+1) @ 
(® +2)(«-1) > (#+1)(«-1)\ 2 J@ 
f(x) = 2(k +1)х#*?-(Е+2)х°!-®Е>»0 ® 
由 于 /@) =2(k+1)-(k+2)-k=0 


因此 多 项 式 f(x) HAR x - 1 > 0, 现 用 综合 除法 求 商 式 f(x)/(x - 1) = g(x). 


1 |2(k+1) —(k+2) 0 0 ~ 0 0 
2(К+1) k k + k k k 
2(k+1) k k k k k 0 
因此 g(x) = 2(k + 1) а + kat + kt! + ke + k > б—у/(х) = (x -1)g(x) > 0 
逆 推 之 , 团 , 团 ,@ 式 均 成 立 , 即 当 nm = k +1], ORREL. 
综合 上 述 , 对 任意 n € N 式 @@ 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 x = lsa = b. 


证 法 2 令 x = a/b > 0, 式 (Q) 右边 化 为 


(1) í n = 1 时 , 式 @ 显然 成 立 . 当 n = 2 时 
(х =- 1)? > 0 а? > 2x - 164092 + z +1) >3(x + 25 + 1) 
z+x+l1 (于 1 
i 


ROR PIRLO x= 1. 
(2) 假设 当 n = k - 1 时 式 @ 成 立 , 即 


那么 当 n = 大 时 ,由 于 
(x-i - 1) (а - 1) >01 s is k-lat +1> -i+ ау 
аа +1 
(Е-1)(#*+1) > а + z) 2D 
= а 
1-1 = 
记 P = (k+1)( + 1) +2Е+ Уа 
ial 
(ЕЁ-1)(а*“+1)+Р> РАЎ 
тз 


М а 
2k(x + 1+ 212) > (k + 1)( + 25 +1)» 


£1 
Dx ав 20] +1 
120 1=1 


k+l” 2k z 
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(ак) а(х) Га bt 
— = (zs -DZ +22 = 


> 


(ne) n es КЕТ, 


即 当 n = 大 时 式 @ 仍然 成 立 . 


综合 上 述 , 对 一 切 n € N, 式 (Q) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 x = la = b. 


证 法 3 (1) 显然 , 当 n = 1 或 a。 = b 时, 式 (Q) 成 立 : 
(2) 当 n > 1 且 a x bt}, AC) 可 化 为 


p> (H) 


a=g+u>0 ( jl =)" 
2 [157 (a > s > ®ә P, = ar resis ы 
ш” + Спит 202 + es 
Фу” = и = [° 2 b)" 
P, > (2), 
即 式 图 成 立 . 故 对 一 切 n € N, 式 (Q) 恒 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 
v = 0-а = b 
如 果 我 们 将 式 (Q) 改写 为 等 价 形式 
n n 1 
(2 Ae)" рр HH 
再 应 用 前 面 介 绍 的 华 老 的 定理 ,就 可 将 式 (R) 拉 长 加 细 成 
b 


n л 1 
(z) > РУ" > PYY! > > РЇ? > Ру = 2+ 


显然 ,这 是 一 条 漂亮 的 不 等 式 . 


如 果 我 们 再 记 
T = Py t 
Ж n+1 
那么 ,20 世纪 90 年 代 , 我 国 的 陈 计 老 师 建立 了 式 (S) 的 配对 式 


ttbi т > T, > > T, > уа 


(S), (T) 两 式 等 号 成 立 仅 当 a = b. 


(T) 
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三 角 “ 母 不 等 式 ” 漫谈 
邓 寿 才 


我 们 知道 ,代数 ,几何 、 三 角 是 数学 学 科 的 三 大 分 支 ,它们 关系 密切 ,相对 独立 ,绝对 
联系 ,简直 是 数学 家 庭 中 的 三 口 之 家 一 一 相依 相 存 , 密 不 可 分 ,直到 永远 . 

从 起 源 上 讲 , 先 有 代数 ,再 有 几何 ,后 生 三 角 , 因 此 三 角 是 代数 、 几 何 的 后 代 , 它 年 轻 
有 为 ,前 程 似 锦 . 那 三 角 学 中 的 几 十 个 三 角 公 式 , 如 鲜花 朱 打 ,芳香 艳丽 ; 那 一 道道 美妙 的 
三 角 命 题 ,把 数学 世界 妆 扮 得 美景 万 千 ,风光 无 限 . 


1 ”名 题 起 源 
我 们 知道 ,对 于 任意 实数 *,y,z, 有 不 等 式 
z+ ze + xy < 22 + у? + 2 ° 
а,Ь,с 是 一 任意 A ABC 的 三 边 之 长 , 则 有 余弦 和 不 等 式 
cos A + cos B + cos C < Ó © 


及 余弦 定理 
a? = b? + с? – 2bccos А 
b? = с? + а? - 2cacos B= 
c? = а? + b? – 2abcos С 
2bccos А + 2сасоѕ В + 2abcos С = а? + b? + с? ® 
我 们 能 否 将 上 述 ,@,@ ==", Е — RRR Е, ЕРЕС ИРЕР 
上 都 有 如 下 名 题 : 
题 1 设 x,y,z 为 任意 实数 , 则 对 任意 公 4BC 有 
2yzcos А + 2zxcos В + 2хусоз C < х? + у? + 22 (А) 
RCA) 暗示 我 们 :等 号 成 立 的 条 件 应 当 是 
x:y:z=a:b:c 


或 


£. ы. К „5. 
sn4 sinB sinC @ 


式 @ 也 可 以 写 为 
-@- 
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хеѕс А = усзс В = zese С Ө] 
显然 , 当 公 4BC 为 正三 角形 时 , 式 (A) EARO, x = y = 281, (А) 化 为 式 @; 
当 取 (x,y,z) = (at,bt,ct)(t > 0) 时 , 式 (A) EARO. 
由 此 可 见 , 不 等 式 (A) 虽然 不 能 包罗 万 象 , 却 能 将 不 等 式 ,@ 及 恒等式 @ 实行 “三 
国 归 晋 ”, 和 谐 地 统一 在 了 一 起 .自然 ,在 许多 数 奥 书籍 上 都 有 式 (A) 靓丽 的 身影 ,因为 它 
在 三 角 不 等 式 中 用 途 广泛 ,地 位 显赫 , 故 被 人 们 美誉 为 "三 角 母 不 等 式 " , 意 为 它 是 一 只 会 
PEE” 的 “ 母 鸡 ". 关 于 式 (A) 那 一 系列 美妙 趣味 的 探讨 ,也 许 普通 数 奥 选手 知之 不 多 ， 
本 文 将 对 此 作 些 通俗 浅 谈 的 介绍 ,以 供 参考 和 欣赏 . 


2 参考 证 明 


关于 式 (A) 的 证 法 较 多 ,下 面 我 们 略 举 几 例 : 
证 法 1 KRCA) # x 的 降 短 排列 整理 为 
x? - 2(zcos В + усоз С)х + (у? -2yzcos А + 22) > 0 ° 
关于 x 的 判别 式 为 
Д, = 4(zcos В + ycos С)? - 4(у2 – 2yzcos А + 2°) = 
-4[(1- соз? С) у? — 2(cos А + cos Bcos С) уг + (1 - соз?В):?] = 
— 4[ у?вїп?С - 2yzsin Bsin С + zzsimB] = 
-4(ysin С - zsin В)? < 0 
所 以 式 O 恒 成 立 ,从 而 式 (A) 成 立 , 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 
x = zcos В + ycos С [у = ksin B 
[ С- зіп ЁС =] = аа с? 05 
х = k(sin Ссоѕ В + cos Csin В) = ksin(B + С) = ksin A= 


Ж. S 5 НЕ 
зіп А sinB ` віп С 


证 法 2 记 式 (A) 的 右边 - 左边 = Д, 
At = x? + (ви?С + соз?С)у? + (сов B + вїї?В)г? + 2yzcos (В + C) - 
22хсоѕ B - 2xycos С = 
x? + (si C + со С) у> + (si B + соз?В):? + 2yz(cos Beos С — 
sin Bsin C) — 2zxcos B - 2хусоз C = 
(yzsinzC – 2yzsin Bsin C + zzsin2B) + (x? + у?соз?С + г2со В + 
2yzcos Beos C — 2zxcos B — 2xycos С) = 
(ysin C – zsin В)? + (х — zcos B — ycos С)? > 0 
这 表明 式 (A) 成 立 , 其 中 等 号 成 立 仅 当 
aun а E ASS КИРГ, 
x — zcos B — усов C = 07 sin A 5 sin B ` sin C 
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证 法 3 我们 设 关于 х 的 函数 为 
f(x) = x? + y? + 22 – 2(yzcos А + zxcos B + zycos C) = 
x? — 2(zcos В + ycos С)х + (3? — 2yzcos А + 22) 
对 x 求 导 , 得 
f'(x) = 2х -2(zcos B + ycos С) 
f"(x)=2>0 
因此 ,f(x) 有 最 小 值 f(xo) ,其 中 zo 为 方程 f'(xo) = 0 的 根 ,为 极 值 驻 点 , 即 
x = xo = zcos В + ycos С 
于 是 f(x0) = xo[xo -2(zcos В + усов C)] + (y? - 2yzcos А + 22) = 
— (zcos В + усов С)? + (у? – 2yzcos А + 22) = 
(1 — со С)у2 + (1 — сов? B)z2 — 2(cos А + cos Bcos C)yz = 
y’sin?C + zzsin2B – 2[cos Bcos C - cos (В + C)]yz = 
увіп? С + :?вїп?В - 2yzsin Bsin C = 
(ysin С - zsin В)? > 0 


因此 有 Ках) > Кх) = f(xo) > 0 
所 以 式 (A) 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 
[= С = zsin B x у 2 
x = zcos В + усов C віп А ` sin В > sin С 
3 PAWR 


不 言 而 喻 ,不 等 式 (A) 
2yzcos А + 2zxcos В +2xycos C < x + у? + 22 


它 有 许多 优美 的 特性 等 待 我 们 去 揭示 出 来 . 
(1) 在 式 (A) 中 作 置 换 
Cn 全 -生生 -和 到 -下 
x? + у? + 22 2yzsin + 2zxsin 2 + 2xysin 2 (А) 
等 号 成 立 仅 当 
Б < 二 rone, = ysec z = zsec С Ф 
2 2 2 
这 样 ,我 们 得 到 一 个 新 的 不 等 式 (Al) , 它 是 三 角形 半角 正弦 和 不 等 式 
аа 2. а ЖЮ S 
sin +sin2 +sinF < 2 Ф 
的 加 权 推 广 . 


(2) 如 果 A ABC 为 锐角 三 角形 ,那么 可 以 作 置换 
-图 - 
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(А,В,С) = (x -2A,x - 2B,x - 2C) 
又 得 到 一 个 新 的 三 角 不 等 式 
x? + у? + 2 + 2yzcos 2А + 2zxcos 2B + 2хусоз 2С > 0 
(3) 在 式 (A) 中 应 用 余弦 倍 角 公式 
cos 20 = 1 - 2simb = 2cos20 - 1 
HRCA) 以 旧 翻 新 为 


51.2 52у) ga- 2i? 2) =2Ď - 45] вне Aa 
4D угзиё 4 > 227 - Уа 
这 是 三 角 半 和 角 正 弦 平 方 和 不 等 式 
2С 


2А 2 В _: 
sin 2 + віп? 2 + віп? у > 


> 


的 加 权 推 广 , 同 样 
>= > 25 у:(2соё 4 - D42) узсо 4 < DeD yz 


427 yzcor 4 < (x+ y + z)? 
这 是 三 角形 余弦 半角 平方 和 不 等 式 


的 加 权 推 广 . 
以 上 式 (A2),(A3) 等 号 成 立 的 条 件 与 式 (A) , 仍 为 
x:y:z=sinA : sin В : віп C 
(4) 同样 , 式 @ 为 余弦 倍 角 和 不 等 式 
cos 2А + cos 2B + cos 2C >- + 
的 加 权 推 广 . 
A @ 翻新 又 得 两 个 新 的 三 角 不 等 式 
427 yzcoA > 227 yz - Уа? 
427 yzsimA < (x + y + z)? 
它们 分 别 为 不 等 式 
CoA + соёВ +соёС > 3. 
sin24 + si” B + si” C < + 
的 加 权 推 广 . 


以 上 式 Ø, R), (As) 等 号 成 立 , 仅 当 
z: y: z = sin 2А : sin 2B : sin 2C 


(A2) 


(As) 
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(5) ШЖ x,y,z 同 号 ,那么 可 设 
[з ШИЕ 


q = z > 0\1 y ! = Vm/g 
r=ay>0 Цр yp 
这 样式 (A) 的 外 观 可 以 化 妆 为 
poos А + geos B + тов C < [+ 2, В) (Aç) 
等 号 成 立 仅 当 


psin А = qsin В = rsin C Ф 
BERCA) ~ (As) HARCA) 的 产物 ,好 像 他 的 “孩子 ", 这 足以 表明 式 (A) 确 为 一 
只 高 产 的 会 下 " 金 蛋 ” 的 “ 母 鸡 ”. 


4 ЯЫ 
在 优美 迷人 的 不 等 式 (A) 中 ,是 否 对 一 切实 数 x,y,z 而 言 , 角 4,8,C 必须 是 人 4BC 


的 三 内 角 才 一 定 成 立 呢 ?此 问 提 得 奇特 , 谁 能 想到 ?而 事实 却 并 非 如 此 . 
题 2 实数 a,B,y 满足 什么 条 件 时 ,对 于 一 切实 数 x,y,z, 不 等 式 


a? + у? + 22 > 2yzcos a + 2zxcos 8 + 2xycos y (A') 
恒 成 立 ? 
解 ” 式 (A') 即 为 
a? - 2(усов а + zcos у)х + (y? + 2 — 2yzcos B) > 0 Ф 


Ж O 便 成 立 , 则 关于 х 的 判别 式 必须 
Д, = 4(ycos а + zcos У)? - 4(y? + 22 - 2yzcos B) = 
4[2yz(cos В + cos асов У) - y2sin й - zsin2y] < 05 
y’sina – 2yz(cos Ë + cos асов у) + z2sin2zy > 0 @ 
时 , 式 © 才能 恒 成 立 . 
于 是 , 式 @ 对 一 切 y, z 便 成 立 , 则 必须 关于 y 的 判别 式 
Д, = 4(cos B + соз acos у)?:? - 4z2sinzasin2y < Осу 
(сов Ë + cos асов у)? — (sin asin у)? < беъ 
(cos B + соз асов У + sin asin У) ` 
(сов £ + cos acos У — sin asin y) < 065 
[cos £ + cos (а — у) ][соз В + cos (a + 7)] < 09 
={ж® =>) == 2). (e= 2=2). 
(< ә 


ROMA а, В, у 应 满足 的 条 件 . 
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对 于 不 等 式 (A) , 当 x,y,z 同 号 时 ,我 们 在 前 面 把 它 "化 妆 ” 成 等 价 形式 ,并 导出 了 等 


号 成 立 的 条 件 是 


psin А = qsin B = rsin C 


@ 


现在 ,让 我 们 换个 方位 思考 问题 :对 于 给 定 的 正常 数 p,q,r, 又 怎样 确定 具体 的 角度 
А,В,С ,使 之 满足 条 件 O 呢 ?这 个 问题 似乎 提 得 有 点 古怪 .其 实 , 应 用 式 (A) 可 以 解决 这 


个 奇异 有 趣 的 问题 : 
m3 设 p,g,r 为 已 知 给 定 的 正常 数 , 试 确定 ABC 的 三 内 角 4,B,C, 使 得 
S = pcos A + qcos B + rcos C 
取 到 最 大 值 . 
解 ERCA) A, S 的 最 大 值 为 


s+: 


pa ЖГ 
仅 当 
psin А = gsin В = rsin С 
时 取 到 .不 妨 设 
sinA sinB sinC yo 
х y 2 
其 中 
z = qr,y = тр, = pq 
H 


sin С = sin Acos В + cos Asin Bkz = ke V 1- (Ку)? + ky 1- (Б) 
z = V х? – (Бу) + V у> — (Му)? 


设 
ес powes 
N= VT (k M- М = 2 - у? 
M+N=z А А 
ия 2=2M = z+ — 
2 
422М? = (2 + 2 - у?) 
Arla? - (шу)?] = (2 + 2 - уг) 
(2kxyz)} = (2zx)2 – (22 + х2 - 22 = 
(2z + Z + а? - y2)(2m - 2 - 2 + у?) = 
[бе + z)2- у2][у5- (z - 01 = 
(x+y+z)(y+z- z)(z+x- у)(х+у-)—э 
pii Èl (у+:-х) _ ут 
` 252 = 2(pqr): 
其 中 
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t = (pq + qr + mp)(qr + m – ра) (тр + pq — qr)(pq + qr — тр) D 
于 是 ,我 们 求 得 
зіп А = kx = kqr = Ега 
PY А = агсзіп(д/р) 
sin B = ky = kp = ole = агсвіп(2/4) @ 
PAT [C = smsin(8/r) 
sin C = kz = kpq = 2 
其 中 
8 = Vt/(2pqr) @ 


如 果 我 们 回顾 题 2 中 的 式 (A' ) 
x? + у? + 2 > 2yzcos а + 22хсоз В + 2хусоз у 
HH x,y,z 为 任意 实数 ,由 于 
2>)x2 > Dx > 22 yzcos а У) (у? + 22 – 2yzcos a) > 0 @ 
当然 式 O ERA ) 要 弱 , 但 是 ,如 果 令 
А = x? + у? — 2xycos a 
В = у? + 2? – 2yzcos B 
C = 2 + x? — 2zxcos У 
则 式 @ 等 价 于 
A+B+C>0 © 
于 是 ,我 们 从 式 O 得 到 启发 ,构造 出 新 问题 : 
题 4 若 a+B+t7Y =2kr(kE€2Z), 则 有 
V4+V 有 >VC (A) 
等 号 何 时 成 立 ? 
显然 , 题 4 是 与 前 面 两 个 问题 相 异 的 有 趣 问 题 . 
证 明 ”应 用 比较 法 , 作 代 换 
a=VA,b=VB,c=VC 
[Ca + 6b)?— cè] = ab – (xycos a + yzcos Ü — zxcos у – у?) 
记 
d = xycos а + yzeos В — гхсов 7 — 25 10а + b)? - è] = ab = d ® 
再 次 应 用 比较 法 
(ab)? - Ф = (x? + у? — 2xycos a)(y + 2 – 2yzcos В) - 
(хусоз а + yzcos В - zxcos У — у?) = 
(хувіп a)? + (yzsin 8)? + (zxsin у)? + 2xy2z(cos acos B — cos у) + 
2хуг2(соѕ Beos У — сов а) + 2x2yz(cos Усоѕ a — cos В) = 
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(aysin а)? + (yzsin 8)? + (zxsin у)? + 

2xyz( ysin asin £ + zsin Bsin У + xsin asin у) = 
( хувїп а + yzsin 8 + zsin у)? > 0 一 

(аЬ)?- 4 > O 
ab > 0 


Lia +b - è] = ab- 420 


|> >141> d> 


(ек жеу 
=a + b > c> 


a,b,c > 0 
VA+ B> G 
等 号 成 立 仅 当 
xysin а + yzsin В + zxsin y = 0 @ 
回顾 上 述 三 个 问题 及 解答 ,我 们 感觉 到 它们 不 仅 美妙 有 趣 , 而 且 解 法 也 有 技巧 和 难 
度 . 
5 ”加强 完善 
我 们 知道 ,有 三 角 恒 等 式 
cos A + cos В + cos C = 1 + 4sin sin Жш С Ф 
sin $sin Жып £ = Ik © 


其 中 R, r 分 别 是 A ABC 的 外 接 圆 半径 和 内 切 圆 半径 . 
如 果 设 k > 1, 由 欧 拉 不 等 式 R > 2r 有 


1(2г\ _1 
k= 2(8)2 
及 z> (R) 
那么 三 角形 余弦 和 不 等 式 可 完善 成 
1<1+ 了 (和 они (B) 


其 中 等 号 当 k = 1 时 , 式 (B) 左边 成 立 , 当 全 4BC 为 正三 角形 时 式 (B) 右边 成 立 . 
对 于 著名 的 三 角 母 不 等 式 ,我 们 把 它 加 强 成 焕然 一 新 的 : 
加 强 。 对 于 任意 实数 x,y,z 和 任意 A ABC 有 
x? + у? + 22 > 2yzcos А + 2zxcos В + 2xycos С + Q (С) 
其 中 
Q = $Ð sin C - zsin В)? @ 
证 明 ”我 们 记 
-@- 
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At = У) x? - 2), yzcos А 
从 式 (A) 的 证 法 2 有 
At > (ysin C - zsin В)? 
At > (zsin А - xsin C) 34t > 30 = 
At > (xsin В — ysin А)? 
У) (ysin C - zsin B= At > Q = 45 эзш С — zsin В)? 
等 号 成 立 仅 当 


l сй 
віп А sinB ` sin C © 


即 式 (A) 与 式 (C) 等 号 成 立 的 条 件 是 一 致 的 . 
6 ”指数 推广 


对 于 锐角 ДАВС, НКО < т < 1 应 用 黎平 均 不 等 式 ,有 
(Zemra) _ Ховд 
3 5 3 


= воо + сов"В + сов"С < = = (D) 


此 外 , 若 另 设 k > 1, 由 于 
0 < cosM < cos Á < 1 
cos A,cos B,cos СЄ anal < созВ < соз В < 1= 
0 < соз*С < cos C < 1 


е АЕ мы 


cosřA + сов*В + совїС < > 3 (Е) 


式 (D) 与 式 (E) 相应 成 趣 ,其 中 式 (D) 中 m € (0,1] , 式 (E) 中 上 > 1. 也 许 有 人 要 问 ， 
对 于 任意 ААВС, (Е) 还 成 立 吗 ?其 实 ,只 要 应 用 三 角 级 数 公 式 ,我 们 可 得 : 
推广 1 设 "为 奇数 , 则 对 任意 A ABC 有 


cos"4 + cos"B + cos"C < 3 (F) 
证 明 ”应 用 三 角 级 数 公式 有 

2" (сов"А + cos"B + cos"C) = У) ct[eos(n — 2k)A + соз(п – 2k)B + cos(n -2k)C] 
zo 


© 
设 n - 2k = 7, 则 由 于 为 奇数 ,2k 为 偶数 ,于 是 т 为 奇数 , 且 


У) сов(п - 2k)A = У) cos rA = 2006 — (À + B)cos — (A — B) — 2| cos (А + ву]? = 


数学 奥林匹克 与 数学 文化 


2 
=2[ 204 + B) - eos 104 - B)] +1+ 


2[ 20а 5 B|? < 


1+ 二 [co 于 (4 -8)] <1+1 = 3 
rDo Да) (е 
Уон < $ 


即 式 (F) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 n = 1 且 AABC 为 正三 角形 . 
观察 上 面 的 (D),(E),(F) 三 式 ,它们 外 观 相似 ,区 别 甚 微 , 却 交 相 辉 映 . 


7 个 数 推广 


现在 ,让 我 们 增设 一 点 基本 条 件 : 设 *,y,z,p,qg,r 均 为 正 数 , 且 满 足 p+g+r=l; 
A ABC 为 锐角 三 角形 ,那么 三 角 母 不 等 式 
2yzcos А + 2zxcos В + 2хусоз С < x + у? + 22-5 (А) 


(+2 z гана Е + со C(“ 化 妆 打 扮 ") = 
а + [| B), (C) o 用 加 权 不 等 式 ) > 

p 4 r 
а 
cos А)? = (cos В)" • (cos С)" 


(рх)? • (gy)? + (rz) 
(сов А)? • (cos В)“ • (cos C)' < 


= 


Hoon (Z+) ° 
这 样 ,我们 又 得 到 了 一 个 漂亮 的 新 结论 . 
其 中 ,等 号 成 立 仅 当 
x ° 3 z x Е 2 


sinA “sinB “sin С si dÀ ` віп В > зіп С 


сов А _ соз B _ cos С? _ — ап 
р ж ШЖ cot А ~ cot B cot C 

通过 如 上 思路 与 推导 , 便 诞生 了 三 角 母 不 等 式 的 一 个 漂亮 的 : 

推论 ” 设 p,g,r 及 x,y,z 均 为 正 数 ,是 满足 p+ q + r = 1; 公 ABC 为 锐角 三 角形 ， 
则 有 

(соз А)? + (сов B)? (сов C) < FI (pr)? + (ду) сюл(& +Z + 2) y 


等 号 成 立 的 条 件 是 上 述 式 @ 成 立 . 


@ 


p 
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可 见 , 上 述 推导 显得 轻松 爽快 , 却 得 到 一 个 优美 漂亮 的 推论 如 果 仅 从 式 (G) 的 外 形 
结构 看 ,不 知 它 从 何 而 来 ?证 明 从 何人 手 ? 它 的 证 明 究竟 有 多 难 ? 

这 还 不 足 为 奇 ,如 果 巧 妙 地 应 用 赫 尔 特 不 等 式 ,那么 ,我 们 就 可 创造 新 的 奇迹 一 
将 式 (A) 从 一 个 三 角形 推广 到 多 个 三 角形 中 去 : 

推广 Bry IHE a € (0,D(L<i< n), Da; = 1; 人 4BC(1<i< 
һ) 为 锐角 三 角形 , 则 有 

2уг TE (сов А) + 226 [| (eos В) + 2ay TT Ceos C)“ < + D 

等 号 成 立 仅 当 


AAB,C, ААВС ©? --: o А,В,С, 
H 
x: y: z = віп Ау: sin B) : sin С @ 
显然 , 当 n = 18 AAB C A ABG; А А,В,С, Ў, (Н) 化 为 式 (A) 的 
等 价 形式 .因此 式 (H) 将 式 (A) 从 一 个 锐角 三 角形 推广 到 了 n(1 < n € N) 个 三 角形 . 
RME RAH) 左边 为 已 ,并 简 记 为 


р, = X [2y T] Ceos 4%] = D зове А) СВЕ) < 


[] ( E 2yzcos А) ОЗН ВЕ) < 


is 
ЇЇ (tpa) = (2 + у + губ = 2+ у? + 2 
РП 
P, х2 + у? + 22 
即 式 (H) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 
x: y: z = sin Á; : sin B, : sin C, 
及 cos Ау : cos B, : cos Сү = … = cos А, : cos B, : cos С, 
即 为 x: y: z = sin Ау: sin B; : sin C, 
АА,В,С, © ДАВС Ç --- co А,В,С, 
相应 地 ,我 们 还 有 另外 一 个 有 趣 的 结论 : 
结论 1 设 变量 9 HAH, OABC 为 一 任意 已 知 三 角形 (1 < i < n € №, ЖАН 
TI соо = дә1% + 让 [ee - B1% + TY Leosta - с)1% < TI Ca -400° 
(D 
其 中 а Є (0,1),1<і<п 
2 - д3 ‚= 2 
Q = (526) + (sin 6-4) (48) 
略 证 ”我 们 首先 注意 到 ,对 于 任意 人 4iBiC:(1 < i < n € N), 有 
-@- 
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У) соз А; > 0, У) іп A; > 0 
于 是 
У) соз (0 - А;) = У) (cos 0cos А; + sin bsin А;) = 
(У) со А;) соз 0 + ( > віп А,) віп 6( 应 用 柯 西 不 等 式 ) < 


[( £ сов д)? + (Dsin AJ ]2Ceoe8 + sin?0) $ = 

[ У) (cos?A; + sin?A;) + 2) (cos Bicos C; + віп Bisin сд]? = 
[3 + 22) сов(В; – сә]? = 
21-4804) - 

[a -45 (sm 84) 

У] ообо - A) < (4-40) 
аир 


应 用 赫 尔 特 不 等 式 ) < 
(4-40) 
等 号 成 立 仅 当 АА, B,C, ДАВС ©? +++ cO AA,B,C, 
ны, А, 
且 tan 0 = Уе А, А, 
此 外 ,以 后 我 们 还 可 以 从 权 系数 上 推广 式 (ID). 
8 ”多 边 形 推广 
如 果 我 们 设 关于 x € (0,7) 的 余弦 函数 为 f(x) = cos x, 则 求 导 得 
f'(az) =-sinx<0 
<0,хЄ (0,71 
f"(x) =- cos x 
>0,x € [z эх) 
因此 ,只 有 当 x € (0,2), (z) 才 是 四 函数 ,而 当 * e [Z<], у(х) Аранча 
数 . 


这 样 ,如 果 我 们 设 41,42,…,4,(3 < п € М) ЕЖ а, таже [о,®), 
-@- 
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BRE O+ e€ (о0,®)(1 < i< n) WA 
(0+2) < rol Z2 2)]. 
4,55) аы. 
n 


пон 3 - (Z - 8)] = as [Z - ө) 


Zelo $ 4) nsin( £ к _ в) Ф 


540-8) 209-2)]. 


Dh (в n - 2 
лоо g _ 141- = псов{ 0 – 2 w) = 


ncos[ (6 + 于 | -到 = Е 一 (#+ z)] = nsin( 9 +2) 


50-4) (езх) о 
特别 地 , 当 取 9 = ов}, Ф, 两 式 均 化 为 
53 = nsin T @ 


这 是 ©,®@ 两 式 的 共同 点 . 
另 一 方面 ,由 于 


es(0 - 2) я (oos Geos 4 + sin gsin £) = 
(Sen 3) oos 0 + (а) ао < 
(Eeg) + (2in4) со + siort 
(应 用 柯 西 不 等 式 ) 一 
Bl) 9 
-Ф – 


数学 奥林匹克 与 数学 文化 
等 号 成 立 仅 当 
tan = 221 @ 
Усов 


ROSKO 比较 ,左边 相同 ,右边 相 异 , 且 等 号 成 立 的 条 件 也 不 一 样 , 因 为 易 知 式 
@ 等 号 成 立 仅 当 


в = -2 = се = 0- Ар = A= = Á, = (2), 
即 h142…A, WEAN п 000. 
MARIE, RRR (x) = cos x 在 区 间 (0,x) 上 凸 中 并 不 确定 , 因 
ж, Ў) 的 最 值 并 非 一 目 了 然 . 


尽管 如 此 ,在 20 世 纪 90 年 代 ,我 国 仍 有 两 位 先生 ,用 初等 而 又 优美 的 调整 法 ,并 为 了 
确保 最 值 的 存在 性 ,可 将 关于 A АВС 的 余弦 和 不 等 式 ,从 广义 上 推广 为 : 
推广 3 “ün WÉ A A. A, 的 内 角 满 足 条 件 0 < A < À> <… А, < п, 0 


x 1+ (n - Deos 1220963 „ев 
-n> cos А; > n (1) 
2 = псов 2205, а 7 
但 证 明太 复杂 , 略 去 . 
9 “元 数 推广 


现在 ,让 我 们 再 回顾 不 等 式 (A): 
对 于 任意 实数 x,y,z 与 任意 公 4BC, 有 
x? + у? + 2 > 2yzcos А + 2zxcos В + 2хусоѕ С 


由 于 4 + B+ C = ,因此 我 们 将 x 从 3 个 角 4,B,C 之 和 A + B + C = п, 7% 
EN ppo 9 (3 < n EN) ZAY p; = .允许 吗 ?如 果 允 许 , 那 权 系数 x,y,z 又 


应 当 怎 样 随 之 变化 和 约定 呢 ? 

其 实 , 早 在 1957 年 ,N.Ozeki 在 研究 著名 的 Erdós — Mordell 不 等 式 的 多 边 形 推广 时 ， 
就 建立 了 式 (A) 的 多 元 推广 ,后 来 ,在 1961 年 ,Lenhard 又 重新 发 现 了 它 : 

推广 4(Ozeki - Lenhard FÆR) 8 Ф; Є (O,z),x ЄК (i = 1,2,--,n;3 < n € 


ю,н 5) = , 则 有 
Za > (же к) алон ç, (к) 
其 中 约定 х, = xi. 
-@- | 
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显然 , 当 m = 3 时 , 式 (K) 化 为 
xl + x3 + x3 >= 2хүхусов фу + 2x2x3cos фә + 2x3xlcos фу (+) 
这 与 式 (A) 结构 略 有 差异 ,而 实质 上 是 等 价 的 . 

下 面 是 冷 岗 松 老师 对 式 (K) 提出 的 简 
洁 奇妙 的 证 明 . 

证 明 ARA O 出 发 作 n 条 射线 04， 
ОА," ОА, В AA OA = pi + 下 ,其 
ФА = 41, 再 在 这 п 条 射线 上 截取 线段 
ОА; = xi(i = 1,2,…,n), 这 样 便 得 到 一 个 n 
WÉ 4142…4,, 现 记 AA = а, п 
形 的 面积 为 ,在 AAO 中 应 用 余弦 定 
理 可 得 


а? = x? + х1, – 222,608 LAiOhin= 


Da -15-2 raol p + 2) Ф 
又 应 用 外 森 比 克 不 等 式 的 多 边 形 推广 有 
Уа > 4Ftan = © 


HR O 和 加 得 
Уа > 2Ftan + + Уже Ф + z)= 


eÈ Sason) tan Z + Z raine Ф +) 
[анн 8) Jian # соня + ®) = 
Уыз е + ап Z + zanecos( pr + E)] = 
(е) онр) а Z + cos Eoos( g; + 2)] = 


(see 2) алон Ф: 
即 式 (K) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 : 
(1) 当 n=3 时 
21 х2 x3 
соз фу cos p3 7 cos pı 


(2) Эп > 4t, ф= Е, ËB xí = x2= "° = х. 
仔细 欣 常 上 述 美妙 证 法 ,其 特点 有 三 : (i) 几何 构图 出 奇 不 意 ; (ii) 引 理 应 用 巧妙 自 
-@- 


数学 奥林匹克 与 数学 文化 


Ж; ан) 运算 化 简明 快 . 

其 实 , 早 在 20 世 纪 单 境 老 师 在 《初等 数学 论 从 》 上 采用 Lenhard 配 方法 证 明了 式 (K)， 
不 过 ,其 证 法 倍 显 高 超 深奥 . 

式 (K) 虽然 将 式 (A) 从 3 元 推广 到 了 n 元 .但 它 还 显得 推广 得 不 够 彻底 ,下 面 我 们 将 
式 (K) 又 推广 为 : 

推广 5 设 xiE(0,r),pieE(0r),xcERr(Gi=12…ni3<ncEN), 且 


Da рй -> 
则 
Жө! + daot ai s 2D [sm a [д-а+®)] O 
显然 , 当 取 a = EO < i < n) 时 , 式 (L) 可 化 为 
( У) cot Е > (ese =) Укаев pi 
Èa > (sec z) жле Ф 
这 正好 是 式 (K). 
证 明 ”应 用 外 森 比 克 不 等 式 在 多 边 形 中 的 加 权 推 广 ( 杨 学 枝 创建 ) 有 
Ў он а, > 4F = 27) sansin( p+ z) @ 
由 前 面 的 结论 有 
ай = a} + aha- 2ra icos( Ф + =) 
адсої а; = (х2 + 2,1) cot a; — 
2хд{„үсої aicos( ф + z) = 
Уа а = Уа +221) соіа; — 
2 sanoo aicos( gi + z) @ 
由 @ 和 四 得 
P, = De? + x441) cot a; > 
22ra [sin( Фф: + z) + cot aicos( Ф + A = 
2р hain © 
其 中 
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Z x х 
ti = sin ф + 7) + со! aicos pi + > ) = 


csc а: | sin aisin @; + z) + cot aicos( Qi + я)] = 


(ese ai)eos( pi - a; + £) @ 
RAR © 即 得 式 (1). 
10 ”绝妙 推广 


推广 5 是 巧妙 应 用 杨 学 枝 先生 创建 的 成 果 将 式 (A) 推广 成 式 (L).20 世 纪 90 年 代 , 我 
国 的 叶 军 老师 施展 高 超 的 技巧 ,将 式 (A) 精 雕 细 刻 ,造型 成 一 件 绝 妙 的 “工艺 品 ”: 


推广 6( 叶 军 ) HRA p < i < n) 满足 Dg = (2k + I)x(n € N,n >-3, 
= 


k EZ). 正 数 all < i < п), ЕР? а = x, 则 对 任意 实数 x1,42,…, (ИЕ = 
x1), 有 


чы cos g, 
210% + хі) сої а > 29 хаш а 8) (м) 
其 中 等 号 成 立 仅 当 
віп Фі x sin Ф: БЕРЕК, sin gn-1 А sin Ф, 
190 sinar T 2723 Sin az ” = 知 -1zn gin an = l sin an Ф 


式 (L)( 笔 者 自 建 ) SRM) 两 者 相 比较 : 
(1) WRG 0; = pi- ai + z <і< п] = Sa = БР +w = (2k + 1)я. 
这 样 , 式 (L) MACC) 在 左 \ 右 两 边 的 结构 完全 一 样 . 
(2) 但 是 , 式 (M) 中 e, 角 的 定义 比 式 (L) 中 w 的 定义 宽广 , 权 系数 也 是 如 此 . 
(3) 论 等 号 成 立 的 条 件 , 式 (M) 也 比 式 (L) 优 . 
那么 ,应 当 用 何 种 技巧 证 明 式 (M) 呢 ? 请 学 习 欣 赏 叶 军 老师 的 绝妙 证 明 : 
证 明 ”对 n 用 归纳 法 . 
(1) 当 n = 3 时 ,由 ai + az +аз = r 及 ai,aa,as > 0 知 ,可 将 a1,a2,a3 视 为 某 三 角 
形 三 内 角 , 设 这 三 角形 的 面积 为 ‚а, а; а; 所 对 边 的 长 依次 为 a,5,c, 将 边 角 关系 式 
cot al = (b? + с? - а?)/4А 
cot аз = (c? + а? – Ь?)/4А 
cot аз = (а? + b? – с?) /4Д 
以 及 面积 公式 
À = Зарп аз = ÑTeasin а Z besin РА 
代 人 得 
-@- 
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(a? + х4)(Ь? + è- а?) + (ай + 25) (с + а? – b?) + (5 + д) (а? + b с) > 


4( 5схухусов pı + сахухзсов фз + ађхзхісоѕ фз) => @ 
(bxi)? + (cx2)2 + (ax3)? > 2(bxi)(czə)cos фу + 
2( ex2)( ахз)соз ф + 2( аху)( bxi)cos фз @ 


由 三 角 母 不 等 式 知 , 式 @ 显然 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 
(bai) exə)sin ф = (ex2)( axa)sin pz = (axs)( bxi)sin фз 


sin Фі зіп Ф› sin 93 
хрх = хх = х3х 
192 6 253 Б 3⁄7 > 
sin Фі sin Фо sin фз 
жуш! = on 1 = жур? @ 
sin a; sin аз sin аз 


(2) 假设 当 n = k > 3 时 , 式 (M) 成 立 , 则 当 n = k+ 1 时 ,由 = 3 和 归纳 假设 有 
Sa za TP) = 2| хх, S Т1 + жаяз 22 £ + cos [Ok + Эл- pi е 


- - z x 4 
sin a; sin an sina, + 31 sin(x-a-a) + 
cos cos cos (фу + p2) 
2]. ++ РИА + XIX3 一 ( 1 Ө] < 
3 зіп ак, sin (al + а2 
[( z] + x3)cot ar + (аў + x3)cot az + 
(22 + х2)со (z - aí - az)] + 
[(x3 + xà)cot as + + (ай, + х5) со пр, + 
(x? + x3)cotla + az)] = 
4 
> + X31) cot а; @ 
| 
式 @ 等 号 成 立 仅 当 
зіп pl _ зіп pz _ sin [(2k + Dr - pl - Ф] 
з sina, = 223 gin аз = Хз віп (x — a; — аз) 
sin g3 _ sin Фр _ вїп(ф + Ф) 
及 аза ааз = 77 = A sin (a, + 1) = 9193 sin(a + ao) 
sin Фі Ж sin g2 FORENES зіп ф г. віп ф+1 
即 т sina, = 2 sina, — — = “+ sina, 一 901 ура, 


至 此 ,我 们 证 明了 п = 上 + 工时, 式 (M) 也 成 立 . 
综合 (1) 和 (2) 知 , 式 (M) 对 自然 数 n > 3 均 成 立 . 


11 ”美妙 应 用 


三 角 母 不 等 式 (A) 其 应 用 的 重要 性 和 广泛 性 是 众所周知 的 ,现在 我 们 介绍 它 的 推广 
(М) 的 美妙 应 用 . 

在 式 (M) 中 令 n = 3,k = 0,x1,x2,%3 均 为 1;al,az,a3 依 次 取 A ABC 的 三 内 角 4， 
B,C;91, 892,93 依次 取 公 4'B'C' ВИЗ 
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cot A + cot B + cot C > 081. cos B , oos С (a) 
等 号 成 立 仅 当 A ABC cn A AB'C'. 
显然 , 式 (a) 颇具 趣味 性 .不 仅 如 此 , 式 (a) 还 可 以 推广 为 : 


在 两 个 凸 п 边 形 4142… A, ААА", 中 有 


(15) 
Pea ^з)» ў: ad E) (b) 
n-2 
当 n 为 奇数 时 ,还 有 
Sel). p >e 7 
> PE 


MERMA a > 0, > 02 пем < í < n), B >а = 278; = r WAER 
(M) ФФ = 1,ф = ВО < ií < 站, 立即 得 到 
Уе а > > cot 8. (4) 


7 віп а; 
由 式 (M) 知 , 式 (d) 中 的 条 件 8. > 0 可 放宽 为 实数 的 情形 . 
式 (d) 即 为 由 蒙古 提供 的 第 29 届 IMO 的 一 道 预选 题 , 当年 杨 学 枝 老师 巧妙 地 应 用 
它 ,建立 了 外 森 比 克 不 等 式 在 多 边 形 中 的 加 权 推 广 
SY sa ai > 4А 
叶 军 老 师 应 用 自己 创建 的 式 (M) ,又 建立 了 一 个 非常 漂亮 的 题目 : 
设 OABC 为 锐角 三 角形 , 公 4'B'C' 为 任意 三 角形 ,对 于 任意 实数 x,y,z 有 
xztan А + улап В + ztan С > 2yzsin А’ + 2zxsin В' + 2xysin С' (e) 
证 明 ”应 用 式 (M) 有 
2D) yzsin А' = 227 yz паша + 2>) yzcot Acos А' < 
У) (у + 2)со A + ( [Teot 4)(>)2yztan Btan Ccos А') < 
У) (2 + 2)со A + (П cot д) > xztan24 = 
( Уса Beot c) У) xztan A= У) tan А 


У) хлап А > 2) yzsin А' 


其 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 
sin(A + 4') sin(B + B') sin(C + С) 
Б aB ЕТТ 
及 


yztan Btan Csin А' = zxtan Ctan Asin B = xytan Atan Bsin С' 
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综合 化 简 后 得 
[е Asin А’ = zxtan Bsin В' = xycot Csin С' 
утсоз А' = zxcos В' = xycos С' 


可 见 , 式 (e) 是 一 个 有 一 定 难度 的 趣味 题 ,其 证 明 的 技巧 性 较 高 ,我 们 在 后 面 还 要 利 


用 它 建立 三 角形 正弦 和 不 等 式 的 加 权 推 广 . 


最 后 指出 :三 角 母 不 等 式 (A) 已 被 数学 专家 们 推广 到 了 п(3 < п € М) 维 空间 .其 中 ， 


3 维 空间 中 关于 四 面体 结果 为 : 


设 05(1 < i < j<4) 是 四 面体 的 二 面 角 , 则 对 任意 实数 x, x2, x3, 24 有 


4 4 
> > 2 > ххусов 0; 
izi 14144 

12 ” 妙 题 新 纺 


(£) 


我 们 在 前 面 介 绍 的 一 系列 三 角 不 等 式 ,其 难度 与 妙 度 与 CMO IMO 试 题 基本 相当 ,在 


本 小 节 ,我们 新 编 几 道 三 角 妙 题 ,并 作 党 析 探 讨 . 
题 5 设 常数 0 < p < 44, OABC 为 锐角 三 角形 , 记 


P = (poos А + 222) (вон B + 25) (poos c + е) 


T = (poos A + 2р) (pcos B + 25) (pcos c + 25) 
求证 : 
3 
P> T> (254) 
证 明 (1) 我 们 先 证 P > 7, 为 此 , 简 记 
(x,y,z) = (сов A,cos B,cos С) 
F = (ра? + q)(py? + q)(p2 + 4)/ (хуг) 
Т = (рху + 9) (руг + 4) (рх + q)/( xyz) 
应 用 柯 西 不 等 式 有 
(рә? + д) (ру? + q) > (pay + 4)? 
|> + q)(p2 + q) > (руг + q2=P2 > ТР > T 
(рг? + q)(px? + q) > (рх + 9)? 
等 号 成 立 仅 当 x = y = z. 
(2) 我 们 再 证 式 (al) 右边 成 立 ,并 证 = xyz, 于 是 
a + 4) (ру? + q) > (pzy + 4)? 
(рг? + q)(pÚ + q) > (ра + q 
(p Vaya +q) = (рМ t+ д) = (p + д) 
p > (р? + q)? = [PPPD + qP 


ye = “РЁ + q)p > [py + q)(pat + 4) > 


(а) 
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等 号 成 立 仅 当 x = y = z. 
мА Э 有 


Т = (ру + 4) (руг + 4) (рх + q) > lpi +4} = Sor + 4) 


1 2 
Tati рь = @ 


pt + agl) 应 用 加 权 不 等 式 ) > 


]”“ 


P (4)"] = 


(р + 44) ， 1. (1) © 

由 于 

t= (ayz)? = (Ш cos A) < | " = Ее T> ( p +44)? 

0< p <s 4q=4q - p > 0 РТ 
即 式 (ai) 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 

x= у= А = ФВ XC = $ 

注 (1) 观察 式 (a) 的 外 形 结构 很 容易 让 人 联想 到 应 用 平均 值 不 等 式 消去 

сов A,cos B ,cos C, 即 


7 = TI (гез А + 2) > ll [ = А) (2)? 


等 号 成 立 的 条 件 是 
cos A = cos B = es С = | 22A =ZB= XC= $ 
及 49 = р 
这 与 题 意 相 违 . 
(2) 式 (a) 可 从 指数 方面 推广 为 : 


推广 7 设 p,g,x,y,z,a,PB,Y 均 为 正 数 ,是 满足 a+B+7Y=1. 
m = Elaa) + (P (FEE) < 1,9 > mp > 0 
则 对 锐角 人 4BC 有 
а В y 
Pa = (peos A + 2) (pcos в + 0.) (pcos с + —4—) = тр + 4 (аз) 
等 号 何 时 成 立 ? 
特别 地 , 当 取 a = 8 = у = 地,z=y=z-=1 时 ,mm = 二 < 1, 式 (w) 化 为 


4 
р > Р 5745р) > 


(5%) © 
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这 即 为 式 (ai). 
证 明 ”由 式 (G) 有 
t = (cos А)°(сов В)#(сов C)” < m < 1 Ф 
等 号 成 立 仅 当 
人 @ 
atan А = Вап В = ytan С 
应 用 赫 尔 特 不 等 式 有 
Pa > (р? + е" = @ 
на = и + 二 (于 ]( 应 用 加 权 不 等 式 ) > 
251—1 
baler. 
(н) oat ° 
H 
0 < рт? < арт? - = 
t<m<1 > 
pa > (P+) me а = (р +G) тэр > m + 4 
即 式 (a,) 成 立 . 
式 @ 等 号 成 立 仅 当 


pcos A : gsec А = pcos В: дзес B = pcos С: фес C/A = ZB = LC = $@ 


式 @ 等 号 成 立 仅 当 4 = "шы = mƏ RORY. 
1 


(ав) 等 号 成 立 仅 当 信 ABC 为 正三 角形 , 且 * = y = za = B= Y= 二 ,m= 二 
(3) ER, Ra) 虽然 将 (ai) 进行 了 漂亮 的 指数 推广 ,但 它 还 推广 得 不 够 彻底 ,我 们 
还 可 将 式 (ai) 进行 漂亮 的 双重 指数 推广 : 
推广 8 设 公 4BC 为 锐角 三 角形 ,p,g,x,y,z,ayB,y,myn 均 为 正 数 , 且 满 足 条 
# а+В+у=1. 
У 2 


т = [| (ох) + а <1 
kq > прт"'* > 0 
则 有 
p.(n,k) = [ (pcos"A + qsec*A)° > m"p + | (аз) 


显然 , 当 n = k = 1 时 , 式 (a) 化 为 式 (a,). 
-@- 
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略 证 fie 
П соз 4)"<m<1 
= т?р + ф/т* 


一 一 
x < 
( 


应 用 前 面 的 结论 有 
ра. > p + 是 = тр o (EY o &(т) (应 用 加 权 不 等 式 ) > 


等 号 成 立 的 条 件 同 上 . 
从 上 述 证 法 过 程 知 ,为 了 应 用 加 权 不 等 式 证 明 式 (am) , 式 @ 变形 得 十 分 巧妙 . 
题 6 i A ABC 为 锐角 三 角形 , 则 有 


Р 3 
中 > (a 2) (b) 
其 中 p = [[ (sin А + 2sec A)T = || (sin А + 2sec В) 
式 (bi) 与 式 (at) 左边 结构 有 相似 之 处 , 故 采取 同样 的 证 法 技巧 . 
EW 记 ，= 4+ 交 ,及 
х = (sin Asin Bsin С)!? <% 


y = (сов Acos Beos С) < + 


t= 5 = (tan Atan Btan С) 
由 于 Duan A = П tan А = S 31 >43 
应 用 赫 尔 特 不 等 式 均 可 得 
т (2+2) b 
т! 7 
的 з 
ЕСИ 
8-5 
[оу (Б) ]° б (2) р 


|> (з)% = (48) 


等 号 成 立 仅 当 人 4BC 为 正三 角形 . 
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自然 地 , 式 (b) 中 的 部 分 不 等 式 
р> [+ 8) 
可 从 指数 方面 推广 为 : 
推广 9 р.да, 8,7,п, ПЕ, Н а, В, € (0,2), > пр > 0, 人 4BC 为 


锐角 三 角形 , 记 
0 = [人 +.) (з Аз) (+ 1) 1: 
ж = LCa o (EEE) 
xo = max |] (sin 4)*( 有 多 个 ,后 文 见 ) 
s = px +% 
则 有 
н = TI (psia + са)" (ен)? ъ 


其 中 0 = прх}/з. 
式 (by) 与 式 (a) 相 比较 ,其 右边 更 复杂 ,自然 没有 式 (a) 明朗 . 
证 明 ita = || (sin 4)", 则 z < zo < AA FERMARE X sin A < 2 УЗ 
的 加 权 推 广 将 在 下 文中 介绍 , 它 有 多 个 ,因此 应 用 加 权 不 等 式 就 可 推导 出 多 个 结论 
х= Tsin4)"<xo<1 
因此 xo 有 多 个 表达 式 , 且 上 式 等 号 成 立 的 条 件 也 不 唯一 . 
应 用 我 们 前 面 建立 的 结论 有 
у = П (cos A)° < yo < 1 
现在 ,我 们 再 设 ! = П (tan А)“ = 
1, 应 用 三 角 人 恒等式 有 
tan Atan Btan C = tan А + tan B + tan С = 


xa (4). H (wA) ола) 


а 


П (tan 4) > п(2)“ @ 
(1-а,1- 1,1-7) = РА. 
ab, Є (0,1), а + +n = 1 J” 
n Y 
үе 00,2) TT Can A > H(; 1$ PN 
a+B+Y=1 


Z aanp E (0,)),B a + + 7 = 
y Уо 


Ф 
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t= [] (tan A)* > to = [H(; L) E >1 


于 是 
[pA + д] > ро + 及 (应 用 再 尔 特 不 等 式 ) = 
=Z) + (2) > 
а 1 
пат - 
ИРЕ 2 
(yt. 
а (8) н (29) 
即 式 (bz) 成 立 . 
如 果 我 们 选取 好 适当 的 系数 和 指数 ,可 使 to = xo/yo, 将 式 (by) 简化 为 H > 5, 比 如 
式 (bi) 就 是 一 个 例子 . 
题 7 对 于 任意 A ABC 有 
В с A A В 
222 ныр ыыр a (e) 
cos 4 cos 2 cos С 2 i 


分 析 。 为 了 书写 方便 ,我 们 作 代 换 
(a1817) = (2,2,6) аа +в+у- 3 


并 记 
f= ss Вов 7 = а, к= В 
FERC) 化 为 
/> š (e) 
ARC) 的 外 形 结构 上 看 ,使 我 们 联想 到 3 元 对 称 不 等 式 ,有 
f > Y 3(co#a + cosh + соду) © 
н 


各; 二 Deos2a = 3, Tes A < 
3 + _9 9 f 5 
和 
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因此 这 种 思路 行 不 通 ,我 们 得 另 更 新 路 . 


此 外 ,一 般 对 称 不 等 式 等 号 成 立 的 条 件 是 各 元 素 均 相等 , 即 人 4 = LB = ДС = 


可 ,这 时 
f = Зов ® = 35 > 5 
这 时 式 (c) кк жапаа А РР 


证 法 1 不 妨 设 
0<7y<a'B 
x 
s. Гот = 
固定 y, 由 于 
cos Bcos У соѕ Усова _ созу А 
cosa + соз 8 = 20 y уру + sin 7) 
及 cos acos В = Tlsin У + сов (a - В) 
_ Sin y + cos (а — 8) бойу > 
则 2eos y +2е® 7(siny + куу» р) = 
n y + cos(a – 8) 2сов?у 
sin2y + ° 2cos y sin y + соз(а — В) 
因为 ы ы у 
有 г> sin27 + ЕЗ, 287 (用 依 函数 增 减 性 验证 ) = 
2cos у + ESBY = 2озу+сусо[җ-%) 
Ф0-2-56 [5,2],0 


ja 1 _ 
9 * 2un 0 一 
+ ta” 7 


f > 2sin 20 + Тен 0 = 


š 4 (1 — tan 0)(Stam0 - 4tan 0 + 1) 
2(1 + tanzb)tan 0 


由 于 0E [5,5] ае [9.1], у > 3) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 


即 A=B=2c = 0 


证 法 2 ERE 
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(a,b,c) = (tan a,tan B,tan у) 
上 


x 
a+B+7=7 
ab + bc + ca = l5 ® 
_ чул cos pcos y _ 1 
/= 之 соз а = D ay +u Ée @ 
1 1 1 1 
а грч тач етет ® 


ТЕЙ f > Эй 
„ККЕ | 
f(a,b,c) = У рыс 


Жа < b < сыс > 0,0 = руе = 上 于 ,我 们 先 证 明 


a+ 
/00,а + Ь,с') < (а,Ь,с) 四 
] tu. | 1 1 1 @ 
а+ъћа+ь+с fe ®=®а+ЬЬ+с*с+а? 
ab(a + b) < 2(1- ab) @ 
但 2(1- ab) = 2e(a + b) 2020) (a + b) = 
(а + Ь)? > (а + Ь)2а(8 ab < 1) 
因此 式 四 成立, 于 是 
Као) = —L + 1 кайы йа @ 
аж а+ь + s 
a+b 
其 中 z=(a+b) +7 >2>1 


HEM z(a) = x + EEO, + =) AEREA z (x) = 1 - 点 > 0), 所 以 
(a,b,c) > gla) > кб = gG) = 2+ у = 32Əf> 3 
仅 当 a = 0,6 = c = 1 时 取 等 号 . 
即 式 (eu) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 4,8,C HARO, MARE. 


证 法 3 接 证 法 2 所 设 ,如 果 
а,Ь,с > аа + Бон еа > 1 
tj ab + bc + са = 1 矛盾 . 
因此 a,b e А УРАР, MIEKE R b < ҮЗ wea 
ab + bc + са = l(a + b)(b +c) = b? + Djab = 1+ 25 
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=(a+rb(+co+ce+ra 148 аже 
2b pate 1 
1+2 1+b a+c 


固定 5, 求 出 


1 а+2Ь+с 1 а+2Ь+с 1 
к= Зуу; 


的 最 小 值 . 令 x = a + c, W 
F = f(z) = 
在 x > V 1 + 4b 时 单调 递增 ,而 


1- bla + c) = ос (2) 


2 


年 >1- brəx >2 V b + “| 
> 


х ькі раи 


pa EEA 
1+6 


х > а, я b +1 


+ f(x) > ти +G + 1 - 20) > 


"ise 


„лт, 


Z 
又 令 
О<у<1 


y= VP +1- ba], _ 1-уэ 
= 55 


5 (1-y)[5(y - 32.4] 5 
2 ув 25у 一 27(1+72) 2+ 2y(1 + у?) 22 
所 以 式 @ 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 а,Ь,с 中 1 个 取 0, 两 个 取 1( 即 6b = 0,а = с = 1). 
Ë (1) 对 于 不 等 式 (el) ,按照 常规 思路 是 行 不 通 的 ,得 如 上 述 几 种 证 法 采取 非常 手 
段 , 特 殊 技 巧 方 能 奏效 . 
(2) EHR) 作 变 形 , 有 


1 9у? +1 5 


TECC 
TI cos 4 
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因此 7 只 有 最 小 值 TERK. 
不 过 , 式 (cl) 亦 可 完善 成 双向 不 等 式 


1(2)°ТТее >/> (o) 


sin Bsin С s 3 ° 
зіп > 2 
2 
В 
> а 
tan Віап С 
ату 345 © 
Bcot С 
> ыа >= УЗ 四 
са Zoot С 
у дра 3.3 @ 
со 2 
关于 式 @ ~ Ф 的 证 明 留 在 下 文 探讨 . 
8 i A ABC 为 锐角 三 角形 , 则 有 
(sec А + 1)(sec В + 1)(зес C + 1) > (2 + 1) (di) 
分 析 ”一 看 便 知 , 式 (di) АНТ RER 
[T5 ра @ 
P = (sec А – 1)(sec B - 1)(sec C - 1) > 1 9 


“MEHR” TR, HRO, © 两 式 不 仅 “ 门 当 户 对 ”, 互 为 配对 ,而 且 具 备 美的 三 要 素 一 一 
简洁 美 , 对 称 美 .和 谐 美 . 
如 果 不 且 艰辛 ,就 能 从 参数 、 角 参数 指数 元 数 ,几何 5 个 方面 ,建立 式 (di) 的 综合 
推广 ,使 之 登 上 “ 珠 峰 ”, 环 视 “ 世 界 风 光 ”. 这 点 ,笔者 在 过 去 的 专文 中 作 了 详细 论述 . 
另外 ,从 三 角 意义 上 讲 ,正弦 与 余弦 ,正切 与 余 切 , 正 割 与 余 割 ,分 别 互相 对 应 ,因此 ， 
我 们 马不停蹄 , 趁 热 打铁 ,探讨 正弦 和 与 正切 和 不 等 式 ,使 之 在 内 容 上 成 为 本 文 续篇 . 
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正弦 和 不 等 式 初探 


邓 寿 才 


我 们 知道 ,对 于 任意 A ABC 有 不 等 式 
sin A + sin B + sin C < $43 (A) 
这 即 是 著名 的 三 角形 正弦 和 不 等 式 , 它 与 我 们 在 前 文 探讨 的 三 角形 余弦 和 不 等 式 
cos 4 + cos В + cos C < Š 


天 生 一 对 ,地 配 一 双 . 
1 证 明 


对 于 普通 的 中 学 生来 说 ,证 明 式 (A) 还 是 有 一 定 难度 的 .现在 ,我 们 将 式 (A) 的 证 明 
作为 探讨 它 的 起 点 . 


证 法 1 
Dsin А + sin 6 = 2sin Beos 8 + > C oos 60 < 
ал58, sin CEA) 
(А+ B + C + 6° A+ B- C - 6° 
suin( tt 84 c+ en) Дав c =e). 
4зїп ereos( TE wg С) < < 4sin 67) sin А < 3sin 60 = 1⁄6 
等 号 成 立 仅 当 


ZA = ZB,ZC = 6 
ДА+ СВ + ZC = 180 
即 A ABC 为 正三 角形 . 


Ја = ZB = Zc вр 


证 法 2 由 于 式 (A) 关于 ZA, ZB, СМЖ: ZA 固定 时 
B+C B-C 
2 cos 2 > 


sin B + sin C = 2sin 


В+С „В- 
2 


S = >)sin4 = 2sin 
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2ео feos 5С + sin A 


显然 , 当 人 B = 人 C 时 5 最 大 . 
同 理 , 当 Z< B 固定 时 ,那么 当 人 C = 人 4 时 ,5 最 大 , 当 人 C 固定 时 , 当 人 4 = ZB 
时 ,5 最 大 . 


因此 ,只 有 当 人 4 = ДВ = ZC = 持 时 ,S 最 大 ,为 3in = 3 УЗ, 
$ = Dsin 4 < 33 


等 号 成 立 仅 当 人 4 = LB = ZC = 5.80 ААВС 为 正三 角形 . 
证 法 2 叫做 调整 法 ,在 求 对 称 表达 式 的 极 值 或 证 明 对 称 不 等 式 时 ,有 时 可 用 此 方法 ， 
比较 简洁 .如 上 ,我 们 还 导出 了 一 个 新 的 三 角 不 等 式 


> )sin A< Zeo 4 ° 
如 果 ААВС 为 锐角 三 角形 ,那么 可 作 置 换 
(А,В,С) —= (х- 2А, – 2В,т - 2С)—› > sin(x - 24) < 
(95,24) Dsin24 < Dsin А < Deos4 © 
就 得 到 一 -个 漂亮 的 小 结论 . 


证 法 3 根据 对 称 性 ,不 妨 设 
0<AA<AB</AC<r 
ZA+ZXZB+ZC=mx= 


S = sin A = sin A + 2sin 


Jao < ZA < 6P < ZC < I8pƏ0 < sin A < Êa 


B-C_ 
сов 2 = 


B+ C 
2 


в-с УЗ 
2 


sin À + 2cos A eos 2 <2+ 2cos 4 


等 号 成 立 仅 当 人 4 = 60, 且 LB = LC; 即 当 人 4 = ZB = ZC = 6 时 ,Su = 343, 
即 

Dsin4 < 33 
等 号 成 立 仅 当 ААВС 为 正三 角形 . 


证 法 4 由 于 正弦 函数 f(x) = sin х 在 (0,r) 内 是 止 函数 ,因此 有 
Ука) «2, = (2) = 3sin S sin 4 < 3-43 


等 号 成 立 仅 当 人 4 = LB = ZC = 
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证 法 5 记 s = 22sin 4, 则 
B+C B-C 
cos 


s = sin А + 2sin 2 а ы. 


pá A A B-C 
2зїп 2 cos о + 2соз 2 cos 2 < 


2 2 
A 


2sin со 4 + 2cos 2% 


< 4(1 + sin 2) (со 2) = 

4(1+ sin AXA - si 4) = 

4a + sin 2)963 - 3sin 4) < 

4 зант) + -am 全 | - (28) 

1, 2 = 

s = У)віпА <35 

综 ЭЛИМ АВ = LC 及 1+ sin = 3- Зап 1 ова = Т.А = 6, ZB = 
&С,АШ ZA = ZB = ZC =. 


证 法 6 由 对 称 性 ,不 妨 设 
0 < ZA < “В < XC < 180 
ZA + ZB + ZXC = 180 
віп 60 + sin( À + C – 60) — sin A — sin С = 


2sin( 4 5 С) (2-2-6 - өр) - 2sin 4 2 C. 4-6 = 


2 8 [о (4-С - өр) - cos 4-С] = 


Јо < Z4 < 6P < ZC < t8PƏ 


4сов Bsin( £ - 30) sin( 30 - 4) >05 


sin A + sin C PEE + віп(120 - B)=s = >)sin 4 < 


ҮЗ y sin B + sin(120 - B) = 


B + 2sin 60°соз( B - 60°) < +УЗ—эз < 35 
等 号 成 立 仅 当 A ABC 为 正三 角形 . 


2 倍 角 推广 


在 不 等 式 (A) 
-@- 
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sin A + sin B + sin € < 243 


中 ,增设 条 件 : 公 4BC 为 锐角 三 角形 ,并 分 别 作 置 换 


„(к Ax Bx C A B C3 
(A,B,C) (2-2.21-{#.2-Ф)әс»4 +съ Ё + cof < 35 ° 


(a,b,e)— (к -24,7 - 2В,л - 2C)=sin 2A + sin 2B +sin2C < 3435 © 


可 见 ,将 式 (A) 中 的 角度 分 别 扩大 到 2 倍 ,结论 仍然 成 立 .那么 ,我们 能 将 式 (A) 和 式 
@ 统一 成 一 个 推广 式 吗 ? 

推广 1 对 于 任意 人 4BC, 如 果 0 < А; < 2(i = 1,2,3), 则 有 

за АЈА + аш АВ + sln haC < asi [| 214 t 328 +06) (в) 
等 号 成 立 仅 当 AYA = АВ = À C. 

BA, ЩА = 42 = Аз = 0 时 , 式 (B) 左 、 右 两 边 为 0, 成 立 ; 当 XI = Аз = Аз = 1 时 ， 
式 (B) 化 为 式 (A) ,成 立 ; 当 Ai = Аз = Аз = 2 时 , 式 (B) 化 为 式 @ 成 立 . 

分 析 ”由 于 正弦 函数 F(x) = sin x 在 x € (0,х) 内 是 凹 函数 , 因此 当 à; € 
[0,1](i =1,2,3) 时 ,X414,428,X43C Є [0,r), 式 (B) 显然 成 立 .但 如 果 某 个 ME (0,2] 
时 ,此 法 就 不 灵 了 . 

证 明 ”由 于 4,B,C 中 至 少 有 两 个 为 锐角 ,不妨 设 为 C 为 锐角 ,于 是 
4+8+C=rl 0 < (QA +à:B)/2 < x 
о<С< 3 0 < (А.А + А.В + 443С)/6 < пу 


о<А<2 O < (À A + А,В + А3С)/3 < n 


эш 10414 + АВ) > 0 


вп (AA + АВ + 425C) > 0, У) з АА + sin( 224) = 


ва (A A + à2B + А36) > 0 


АА + АВ АА - 2В ‚ [21A + АВ + 413C M3C — АА – АВ 
2 Jeo 2 ) + 2: [ 6 )==[ 6 ) 

as [24 228), a [24 жай + ёз) _ 

а (944 + В + зс) oool 23А + л - 46) È 

+i [24 B + зб) L Ysin ha < 3sinf 224) 


等 号 成 立 仅 当 


2i 


= 


2А3С = АА + А2В-ъА\А = А,В = АзС= 
ААА + АВ = 213C 


р = АВ 
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(АзАз + Азд + А142): = А+ B + C =т= 

t = n/(àzà3 + АзА + АА) 
ДА = ААзт/(АзАз + АзА + А142) 
LB = АзАт/(АзАз + АзА + АА) (+) 
ZC = Агт (А5Аз + АзА + АА) 

K 言 而 喻 ,上 述 证 法 非常 巧妙 ,应 用 这 种 技巧 ,证明 一 类 对 称 不 等 式 是 行 之 有 效 的 . 
式 (B) 明确 告诉 我 们 
s = sin АА + sin А: В + sin АС 
取 最 大 值 是 式 ( * ) 成 立 ,其 最 大 值 为 
зык = 3sin( adan) 


Җ m = АА + АзАз + X341. 
这 样 ,我 们 相当 于 解决 了 如 下 问题 : 
设 Aà As HEMER M, EM a, p, y € (0,7), 且 满足 a +B + Y =n Wap, 
y 分 别 取 何 值 时 
S = sin àja + sin А8 + sin Азу 
取 到 最 大 值 ? 
如 果 我 们 在 推广 1 中 硬性 固执 地 强 取 А, = À> = Аз = 3, 便 得 到 一 个 颇 受 惩罚 的 错误 
结论 
зіп ЗА + sin ЗВ +sin3C<0 (A) 
当然 , 当 人 4 = LB = ZC = 6P 时 , 式 ( 公 ) 取 等 号 ;但 当 人 4 = О, ZB = ZC = 20 
时 
Dsin ЗА = sin 420 + sin 60 + sin ӨР = 3sin 6 = 343 > 0 


AERA) 明显 错误 .那么 ,如 果 我 们 综合 前 面 的 式 (A) 和 式 (B) ,有 如 下 结论 吗 ? 
推广 2 设 上 = 11,2,3|, 则 对 任意 A ABC 有 


sin kA + sin MB + sin kÇ < 203 (O) 


显然 , 当 k = 1 或 2 时 , 式 (C) 等 号 成 立 仅 当 L4 = LB = ZC = ӨР; ЧЕ = 3 时 ， 
ILA, ZB, ZC} 中 一 个 取 140? , 另 两 个 取 20; 

一 般 情况 时 ,对称 三 角 不 等 式 成 立 的 条 件 是 4 = Z B = Z C = 6; fB k = 3 时 ， 
式 (C) 却 一 反常 态 ,独树一帜 . 可 见 , 有 时 一 些 对 称 三 角 不 等 式 具有 独特 反常 性 . 这 还 不 
足 为 奇 ,以 后 我 们 还 将 见 到 :对 于 某 个 独特 的 三 角 对 称 不 等 式 ,等 号 成 立 的 条 件 既 具 有 普 
遍 性 (入 4 = ZB = ZC = 60P) ,又 具有 特殊 性 (人 4 = a,ZB = B,ZC = Yy;0<a,B, 
Y < x,a + ËB + Y = 7), 即 同时 具有 双重 性 . 


Mathematical Olympiads апа Mathematical Culture 


现在 ,我 们 证 明 式 (C). 
证 明 ”我 们 只 须 证 明 k = 3 时 的 情况 即 可 . 


由 对 称 性 ,不 妨 设 

mase 
= > 

a = 5048 + LC) 0 < a < 180 


5] ча 3А = sin 3A + 2sin 2 (B + C)eos 2 (B - C) < sin34 + 2sin 2 (B + C) = 
sin(3 х 180 - 2а) + 2sin a = 
віп 2а + 2sin а = 2sin a(l + cos a) = 


3 
2 x 2sin сов ©. 207 = Bein @(сов ®) э 


(Xsin3A) < @ + (52) (соё 8) = 


TEDE 


3 

| 

4 
2 

2.5 = (343) Saa < 35 
等 号 成 立 仅 当 

ИВ = ZC ИВ = ZC 

2 2, 0< 2 < % 

[<a o|; ae 39 

а [48 = 46-2 

a = 3 (ZB + ZC) = ВРА = ар 


可 见 , 式 (C) 是 一 个 比较 奇异 的 三 角 不 等 式 ,而 式 (B) 则 是 一 个 非常 美妙 的 三 角 不 等 
A: 
由 于 正弦 函数 (x) = sin х 在 区 间 (0,x) 内 是 止 函数 ,因此 ,不 等 式 (A) 可 以 从 三 角 
形 推广 到 凸 多 边 形 . 
推广 3 BD n WEH A Ar An W 
Sake nsin 28 (р) 


50.4) < nsin (D') 
等 号 成 立 仅 当 4142…4 ЖЕ n 边 形 . 
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з ”参数 推广 
我 们 可 以 从 角 参 数 方面 将 式 (A) 及 式 (D' ) 推广 成 : 
推广 4 АА-А, 为 凸 n 边 形 , 角 参 数 9 满足 

в 24 6 (0.5) лі 
жа 


5,00) = Dsin(0 + -4 
则 有 


<n 


nsin( 9 + z) 
(==) (н) 
证 明 ”注意 到 在 (0, 子 ) 和 (0,r) 内 ,正弦 函数 是 四 函数 , 且 


S,(0) < 


2А 
1 А; izi 
2 Los 85) = 0 + zori 
于 是 


5,00) = Уе +24.) < nsin( 0 + Z) 
等 号 成 立 仅 当 4 = A = 
简 记 a; = 


… = An ВЮ АА-А, 是 等 角 n 边 形 . 
Ai/(n - 2)(1 < i п), WA 


5,00) = УЗ +а) = Dein Өсоз а; + cos Osin ai) = 


(а ai) сов 0 + (Zoos a;)sin 0 < 


(Èsin а)? + (Zes а)? 


MRE) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 
eos ЧЕ 
еен тас 
Оза; 
а ”指数 推广 


由 于 正弦 和 三 角 不 等 式 (A) 


(Е) 
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sin A + sin B + sin C 343 


左边 三 项 正弦 函数 值 均 为 正 ,因此 我 们 可 以 从 指数 方面 将 它 推广 成 : 
推广 5 WO < k <2, 则 对 任意 公 4BC 有 


вїп*А + вїп*В + sinkC < (3) (F) 
等 号 成 立 仅 当 k = 0 或 A ABC 为 正三 角形 . 
BR, M k = 0 时 , 式 (F) 左 \ 右 两 边 相等 , 均 为 3, 当 上 = 1 时 , 式 (F) 化 为 式 (A). 因 
此 ,我 们 只 须 证 明 0 < k < 2 时 , 式 (E) 成 立即 可 . 
证 明 HT ZA,ZXB,ZC 三 个 角 中 ,至 少 有 两 个 锐角 ,由 对 称 性 ,不 妨 设 


0 < ZA < 3.0 < cos А < 1= 2 cos 2A = cos 2A + 2cos (В + С)сов(В- C) = 
2cos24 — 1 - 2cos Acos (В - C) > 2cos24 - 1 — 2cos А = 
2 
2(cos А-1) -43-32 
sinz4 = 45a = оов 24) = 3 -Deos24 < 3 š 3(- 3)= 
Уа < у= 


1 1 
7 sint A \ š sin AN? 
(22) < (2н) <$ 


> sint < (5) f 


等 号 成 立 仅 当 LB = LC, K cos ZA = +J ZA = ZB = ZC = Ө. 


(1) 如 果 我 们 在 式 (F) 中 取 k = 2, 则 得 到 
зіпА + sin В + sinC < э Ф 
Dsin A «ЗУ sinA < 353 Ф 


因此 式 @ 显然 是 式 @ 的 一 个 加 强 . 
(2) 若 应 用 正弦 定理 ,可 将 式 @ 转化 为 一 个 众所周知 的 几何 不 等 式 


а+Ь+с<3у3К @ 
再 将 公式 R = ас 代入 上 式 得 
3V3abc > 4(a + b + c)Ac27a202c2 > 16(а + b + e)2A2 @ 
如 果 我 们 再 作 代 换 
(a,b,c) = (у + 2,2 + х,х + y)? = xyz(x + у + 2) 
(VSE (арз) © 


这 样 ,我 们 又 得 到 了 一 个 结构 对 称 、 外 观 漂亮 的 代数 不 等 式 . n д, {КЖС = 1, ЛЖ 
-@- 
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一 家 , 密 不 可 分 , 且 可 以 互相 转化 . 
令 人 高 兴 的 是 , 式 可 以 加 强 性 推广 为 : 
推广 6 设 0.€ [0,x](1<i<n,2<neN), 8 = x, 则 有 
sim'0, + sir 0, + … + ві20, < т (G) 


显然 , 当 n = 38}, (01,02,03) = (А,В,С) 时 , 式 (G) 化 为 式 O. 

比较 式 (G) AR O А: 

R @ 的 定义 域 包含 于 式 (G) 的 定义 域 , 即 

(0,7) Є [0,х] 

将 式 @ 中 的 三 个 角 ZA + LB + ZC = r, 细 分 为 式 (G) 中 的 几 个 角 0, + 0, + … + 
On = п, (С) 左边 的 最 大 值 和 式 O 一 样 , 并 未 增加 或 减少 丝毫 , 故 表明 式 (G) 暗示 我 
们 : 它 的 等 号 成 立 的 条 件 应 当 是 n 个 角 01 + 0, + + б„(п > 3) 中 有 3 个 取 60 ,其余 nn 
- 3 个 均 取 0. 

这 一 现象 真 奇 怪 ,好 像 我 们 做 了 徒劳 的 无 用 功 . 

证 明 (1) ” n = 2 时 

s = sim0, + віп 0 = ви?б + sin20 < 2 

式 (G) 成 立 . 

(2) 34 n = 3 时 ,我 们 已 证 . 

(3) 当 n > 4 时 ,我 们 设 


a,B € [0,r] х +8 „ 
тео" 2 > “3 


(=s чынны, 


ath сыс Ё_, 


1 + cos(a + В) < сова + cos В 


设 xi = 20.(1< i < ха = 2> 4 = 2r, 再 设 2r > x) > x2 > 
РП га 
所 以 


> x, > 0, 


= Узи, = е — cos x;) = (n - Уе» xi) < 
PG — 1) - [cos xı + … + cos x,-2 + cos(x,-1 + х„)]} < 
HG = 2) - [cos x) + … + cos РЕ + cos( x,-2 + х„ + х„)]} 
143- [cos xí + соз x2 + cos (хз + … + x,.)]] = 
143 - [cos ху + соз xz + соѕ(2л — xı - z2)]] = 

2- 


2711 + cos(a + x2) + cos xl + cos xz} < 
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2-2 + сов 221 + 2008 ж) = 
2 - сов? ху — соз xl = 
3 (eos z + 4) < 9 
Вр (С) 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 
нвн нани 
d = = 6, = 0 
以 上 证 法 采用 的 是 调整 法 ,否则 优美 的 式 (G) 就 有 失 这 漂亮 的 证 明 . 


5 ”新 奇 结论 


在 本 节 , 我 们 建立 几 个 出 奇 不 意 的 新 结论 . 
我 们 在 前 面 介绍 了 ; 当 A ABC 为 锐角 三 角形 时 ,有 
Dsin24 < Dsin A 
其 实 , 上 式 可 以 从 系数 方面 加 权 推 广 为 : 
结论 1 设 X,p,v€ (0,1) 且 A + p+v = 1, 则 对 于 锐角 人 和 公 4BC 有 
Asin 2А + ysin 2B + vsin 2С < К(Азїп А + usin B + vsin С) 


s= = x, = 0 


其 中 
++ 
Л v 
特别 地 , 当 X = p = v = 二 时 ,K = 1, 式 (a) 化 为 式 四 
证 明 ” 依 题 意 不 妨 设 
x [0 < sinA < sin B < sin C 
0<ZA<Z<B<ZC< S нра наре 
> Asin 2А = 2) Asin Acos 4( 应 用 切 比 雪夫 不 等 式 的 加 权 推广 ) < 
2( 27 àsin A) ( >) Acos А) (应 用 三 角 母 不 等 式 ) < 


(> 2) Yasin А» Dasin24 < KAsin А 


к= ш, дн 


等 号 成 立 仅 当 》 = и = v = + Н AABC 为 正三 角形 
对 于 任意 全 4BC ,应 用 切 比 雪夫 不 等 式 易 推 得 
Dsin A <Ant 
我 们 先 将 式 @ 推广 为 : 
推广 7 Pl < nmEN, 对 于 任意 人 4BC 有 
sin 4 < 2-13) У) (4) 


(а) 


(b) 
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WRA É K € N, 注 意 到 当天 > 1 时 


(0) 6) 0() 24) (ад) 


设 

0 < sin( £) < э( Ж) (С) 
о) {i)a 49). 07 
Si = У (с) = 

2X sin( э) co 人 4) (应 用 切 比 雪夫 不 等 式 ) < 
зы) Do) = 
а) < salz Ez)» 


5-1 
i 


ОЕ 


ЗЭ (0) 
П (2) «2 П {уж sa) 


5 <2? соз = 2"-1(/3)> 


So < 2°71(УЗ)5„—› 
ysin 4 < 263) X sin( ж) 
等 号 成 立 仅 当 n = 1, 且 人 A4BC 为 正三 角形 . 


前 面 的 式 @ SA O 结构 一 臻 ,外形 略 有 差异 ,也 有 加 权 推 广 : 
结论 2 设 x,y,z 均 为 正 数 ,4,p,v€ (0,1), НА + + = 1, 则 对 任意 人 4BC 有 


2Àsin А + ysin B + vsin C < m(2sin 2 + usin В. + vsin ©) (с) 
其 中 


xÀ? + ун? + aJ @ 
xyz 


特别 地 , 当 4 = p = v = L, = у = z 时 , 式 (c) ВИЕ O. 
证 明 ”应 用 三 角 母 不 等 式 有 
2} yzcos А < У) 22У) yp (2008 4 - 1) < У 
ae 2 
35] z(c 4) < Xr+) y= © 
_Ф 


и 
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De 4) < (279) @ 
等 号 成 立 仅 当 
mA > Б Б sn С ° 
应 用 柯 西 不 等 式 有 
Daat [IE ® 
等 号 成 立 仅 当 
2 2 2 
alog) alos) leog) 
Ay) = (em) — ay) > 
Xxsec А = pysec В = wsec С © 
@,@ 两 式 结合 得 
Erost < Tm = $5 (De) @ 
现 设 


ЕНЕ © 

< sing <sin2 < sin > 

0<А<В<С<т— 

В сн >0 
2 a 

D Азїп A = 2 半 hsin 科 cos 乞 (应 用 切 比 雪夫 不 等 式 的 加 权 推广 ) < 

20ка 4 )( 4 ) < 


т} Азїп 4.2, У) Asin A< т] Аз 2 
等 号 成 立 仅 当 


cos > 


| “Сш 0 


将 @,@, 三 式 综合 得 , 式 (c) 等 号 成 立 仅 当 ) = 人 = v = Tax = y = z, 且 人 4BC 为 
正三 角形 . 
无 独 有 偶 , 三 角形 正切 和 不 等 式 
tan A + tan B + tan C > 3/3 Q 
也 来 " 搂 热 闹 "一 要 求 我 们 建立 类 似 的 结论 : 
结论 3 设 4,p,vE€ (0,),НА+и+» = 1,1 < n € N, 则 对 锐角 公 4BC 有 
htan А + utan B + vtan C > 
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K, ЕЕ лаа Z] + san[ £)] (d) 
其 中 
K, = (2) oa + YA +)" @ 
特别 地 , 当 取 n = 1,X = z = v = 于 时 , 式 (d) 化 为 特例 | 
tan А + tan B + tan C > 3[un £ + tan 2 + tan С) @ 


因此 式 (d) ER O 的 “指数 - 系数 " 推广 . 
证 明 ”应 用 三 角 恒 等 式 有 


D(t) > Биш # Уша © = 15 
[= (2 )] =3- У (4 2 


эриту El- (ш 4) уулу алм > 


А 
сауар @ 
设 
0<tn < und < un С 
O<A<B<C< 250 0 < 1 è 1 н 1 = 
ee ifa] 
2л 4 

Ула = > Ау (应 用 切 比 雪夫 不 等 式 的 加 权 推 广 ) > 

1- [un | 
(Daang )> ра (tan Tg) | (У)? Ула 4 ® 
现 设 2< k € N, H 


lamn) = (50.525) (о, 下 = 
Dl (68) з (а) <32 


у Ph - (8 21>| (ы |= (T= 
-@- 
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арза 


a e i a 


USAa Ула 
Маа (5) > (>) УА А) Ул (4) @ 
如 今 ,我 们 记 
йз Ул (з) 2 вем 
那么 式 @ 可 表示 为 
(5) /л)°т, @ 
A @ 可 表示 为 
Т, > UEA @ 
这 是 一 个 递 推 不 等 
ы улун 
Ы T. Т, ы © 
т” т ета? > (2) (2) 
Т, РЕ 
z > [2)” ЧУ] a) D i a " 
Т, х š эт > (3) (> à) = 
ñL (У) 


n > (2) (DVR) "ms Dn А > K D aal A) 


MRO 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 n = 1,X = и = v = 二, 且 人 48C 为 正三 角形 . 

现在 , 当 我 们 回首 反 顾 结论 1 和 结论 3 时 ,我 们 发 现 , 式 (b) 和 式 (d) 均 可 加 强 ,不 过 
较 复杂 

在 本 小 节 的 末尾 ,我 们 再 做 一 件 有 趣 的 事 : 

我 们 知道 ,有 普通 不 等 式 链 


3 Dsin4 
тт. A ie 1 
Hm < 3 *<2<p2< A @ 
2 
JIR ЖЕРЫ, [ЖЖ D 统一 成 推广 式 
-图 - 
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其 中 k<1 
由 不 等 式 


NL, k > 2 时 ,有 
1 
[人 + 人 :| 四 


如 果 能 将 式 @ 和 外 "珠联璧合 "成 一 个 统一 推广 式 , 那 该 多 好 ! 
结论 4 Pk (1,2),D(k) = ТЕ - 21-16-11, НЕ A ABC 有 


[Cg e 
3 
显然 有 

DW =1ь-21-10-11= [Tao ® 


B, k < 1 时 D(k) = 1, 式 (e) 化 为 式 @, 当 上 > 284, (А) = -1, 式 (e) 化 为 式 四 . 
式 (e) 的 巧妙 在 于 构造 函数 D(k). 


6 ”加 权 推 广 I 
我 们 在 前 文中 ,将 A ABC 的 余弦 和 不 等 式 
cos A + cos B + cos C < + ° 
推广 成 带 权 系数 的 “三 角 母 不 等 式 ” 
жов A + yeos B + zc С < [2 #+# @ 


其 中 xyz > 0. 

而 式 © 的 配对 正弦 和 不 等 式 ,我 们 在 前 面 从 角 倍数 、 角 参数 指数 几 个 方面 均 进行 
了 推广 ,那么 ,很 自然 的 问题 是 : 公 4BC 的 正弦 和 不 等 式 也 有 加 权 推 广 吗 ? 

其 实 , 早 在 1964 年 ,Vasic 就 从 系数 角度 给 出 了 正弦 和 不 等 式 


sin A + sin B + sin С < 243 (A) 


的 第 一 个 加 权 推 广 : 
推广 8(Vasic) Ў *,y,z > 0, 则 对 任意 A ABC 有 
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asin А + ysin В + zein С < ËB [ X: = 


等 号 成 立 仅 当 A ABC 为 正三 角形 ,和 且 * = y = z. 
显然 , 当 x = у = z 时 , 式 (H) 立即 化 为 式 (A). 当 公 4BC 为 正三 角形 时 , 式 (H) 化 为 
代数 不 等 式 


+ 至 + 到] (H) 


x+y+zs T + F + a © 
ARH) 的 外 观 结构 上 看 , 它 显 然 与 式 @ 外 观 结构 完全 一 致 , 因 此 足 有 资格 与 绝 美 
的 式 @*“ 天 生 一 对 ,地 配 一 双 ”. 
证 法 1 作 代 换 , 设 p,q,r > 0, 且 
х= gr] p= Vx/x 
= m|=q = V zx/y ]= xsin А + узіп B + zsin C( 应 用 柯 西 不 等 式 ) < 


z= P] r=Vxy/z 


= 


МО + у* +?) DimA < $ #+у%+: = 

ЭЙ Түй dr)< 

УЗ 

(жеш) 

即 式 (H) 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 A4BC 为 正三 角形 , 且 p? = Q = пех = у = z. 
证 法 2 由 于 
2 
(Et 
25 2+ _ 2х al 


1 2 
Же&[д( +7 +Т)]ә 
У} xsin А < / ( Б .2)( > si A) (应 用 柯 西 不 等 式 ) < 
3а <D ES X i А <D E 
等 号 成 立 仅 当 A ABC 为 正三 角形 , 且 x = y = z. 
由 于 资料 奇 缺 ,笔者 未 曾 见 到 Vasic 的 证 明 , 上 述 两 种 证 法 仅 是 笔者 向 大 家 提供 的 参 


考证 法 .不 过 ,证 法 1 中 代 换 得 巧妙 ,证 法 2 推导 得 自然 ,而 且 , 我 们 还 发 现 , 式 (H) 可 以 加 
强 为 
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xsin А + ysin B + zsin C < ETET 
HR x,y,z € R Bln]. 
不 仅 如 此 , 式 (H) 还 有 第 二 个 加 强 , 便 是 1984 年 M.S.Klamkin 建立 的 ; 


推广 9(Klamkin) ËL *,y,z > 0, 则 对 任意 A ABC 有 


хып А + ysin B + гып C < (z + + a) | 2 


等 号 成 立 仅 当 ДАВС 为 正三 角形 , 且 x = y = z. 


(н) 


a) 


显然 , 当 x = y = z 时 , 式 (D) ARA), 4 A ABC 为 正三 角形 时 , 式 (IT) 化 为 代数 不 


等 式 


rt tay) 


у: + zx + ху > V 3zyz(x + y + z) 
比较 式 (H) AMRO) 的 右边 , 欲 说 明 式 (D 比 式 (H) 强 ,必须 充分 证 明 


ҮЗ(уг ax ху уг + z + ay) [х+у+= 
оаа 2 ) хуг È 
VIl + 22x2 + 2⁄2) > 
(yz + 2х + ху) V хуг(х + y + z) 


而 利用 式 OA 
35) (уг)# (У) = (У) (Уи) > (У н) V 322 ( >) х) > 
УЗУ) P? (У yz) хуг( 2; z) 
这 正 是 式 @. 


现在 我 们 用 两 种 方法 证 明 式 ©. 
证 法 1 应 用 3 元 对 称 不 等 式 有 
(уг + zx + ху)? > 3(yz • zx + zx * xy + xy ` уг) = Зхуг(х + у + z)= 
yz + 2х + ху > ел 


VBP + 252 +) > УЗ ( E E 


Aun s mina =+ aü 


(yz + zx + ху) V хуг(х + y + z)=> 


(++) [я ++: уез > 


S| e + £ + 22 ау) = 
32.2.) 
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证 法 2 记 
e + 22x2+x2y2 = t 
ayz(x +y+z)= r 
那么 式 @ 化 为 
УЗ. > (уг + zx + ху) те» @ 
32 > r(Oz + z + xy) 
3? > r(t + 21) 
(t = r)(3: + 2r) > 0 
t > r> 
2t -2r = 2), P2 - 25у: У) х = 
Del- 25: + 2) = У) (у - z2 > 0 
即 : > 成 立 , 逆 推 之 式 @ 成 立 ,从 而 式 @ 成 立 . 
进一步 地 ,我 们 猜测 式 (了 ) ERCH) 强 , 即 


UDa ÈE AVERA ENADE) O 


行文 至 此 ,我 们 还 未 证 明 推广 9 中 的 式 (D ,关于 它 的 证 明 , 我 们 把 它 留 在 后 面 作为 特 
例 体现 . 


7 ”加 权 推 广 H 


如 果 说 Vasic 不 等 式 和 Klamkin 不 等 式 非常 美丽 的 话 ,那么 我 们 觉得 它们 美中不足 的 
是 :@ 外 形 结构 比较 单一 ;@ 等 号 成 立 的 条 件 太 特殊 (人 4BC 为 正三 角形 ,* = y = z) ,为 
了 将 它们 变 得 更 完美 ,我 们 分 两 步 进行 工作 :第 一 步 ,在 外 形 结构 上 引进 参数 ;第 二 步 , 改 
进 等 号 成 立 的 条 件 . 

下 面 我 们 先进 行 第 一 步 工作 : 

推广 10 ”对 于 任意 正 数 x,y,z,X,p,v 和 任意 人 A4BC, 有 


asin А + ysin В ача C < 3, Oa? + у? + (Ж + X + 2) (p) 
等 号 成 立 仅 当 x = y = z,À = и = v, H AABC 为 正三 角形 . 
特别 地 , 当 = и = v 时 , 式 (J) 化 为 式 (H); 当 入 4BC 为 正三 角形 时 , 式 (J) 化 为 代 


数 不 等 式 
VEE $) уә © 


当 x = y = z 时 , 式 (J) 化 为 
-图 - 
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sin A + sin B + sin C < $ @+и+и(ж+т+ъ) @ 


证 明 E E A< f 


У) хаш А < / (272) (У) sia) < З.Г = 


x 2 
如 /了 (人 к) «(У &) 
即 式 (J) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 x = у = z,À = p = v Ж A ABC 为 正三 角形 . 
推广 11 对 任意 正 数 x,y,z,à, u,v 和 任意 人 4BC 有 


xsin A+ysinB+zsinC < 


s|) E, (6 +) 2. Q +) 2] (K) 
4 pv + À + Аи 


等 号 成 立 仅 当 * = y = 2,4 = u = v, H ААВС 为 正三 角形 . 
特别 地 , 当 u = = А 时 , 式 (K) 化 为 式 (H) , 即 化 为 Vasic RER 


xsin А + ysin B + asin C < (Ж#+#+®) (н) 
当 A ABC 为 正三 角形 时 , 式 (K) 化 为 代数 不 等 式 
Duss 2(X23)(X26)2 @ 


当 x = y = z 时 , 式 (K) 化 为 


3(À + u +v) 
2 V uwv + iÀ + Аш ° 


sin А + sin B + sin C < 


证 明 ”应 用 杨 克昌 不 等 式 有 
и- еа -x2m (323 


1 1 
(DH «05и (У) H Ssi)? < 
2( >) w)? 
1 32(u+v)E _ ЗУ) (и +v) 2 
De уал ЕТЕ 
4( 27 w)? 4( 22 w)? 
即 式 (K) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 
е F у= = uy = s x=y=z 
x r ys аА ka p a ia Ç | 02:9 
ZA = ДВ = ZC = 6P 2А = 2В = ZC = 6P 


推广 10 和 推广 11 虽然 引进 了 参数 ,但 得 式 (J) 和 式 (K) 外 观 结构 不 再 那么 单一 ,但 
-@- 
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它们 等 号 成 立 的 条 件 仍然 很 特殊 :xz = y = :,А = u = v,AABC 为 正三 角形 . 
造成 这 种 改革 不 彻底 的 根本 原因 是 ,过 分 依赖 三 角 不 等 式 
sin24 + зіп В + si C < 2 б 
而 此 式 等 号 成 立 的 条 件 是 全 4BC 为 正三 角形 ,这 一 特殊 条 件 导致 了 x = y = 2,4 = u = 


v. 


8 ИЯ Ш 


为 了 改进 前 面 各 式 等 号 成 立 的 特殊 性 ,我 们 须 将 上 面 的 式 © 进行 加 权 推 广 ,然后 再 
应 用 这 个 推广 结论 ,就 能 达到 再 度 改进 的 目的 ,可 见 ,文化 的 改进 是 要 付出 代价 的 。 
#7712 ” 设 实数 41,42,43 满足 条 件 A23 > 0, 则 对 任意 A ABC 有 


simA ，simB , simC (А. + А2 + А3)? (D) 
А А À € Ads 
等 号 成 立 仅 当 
MCAz + Аз- А) 3 А(Аз + A1 ~ Аз) x Аз(А + А - Аз) Ф 
sin24 7 si В Е ві? С 
或 
À): À>: Аз = віп 2A : sin 2B : sin 2C @ 


如 果 我 们 在 式 (L) 中 作 代 换 


2 
(А,ш,0) = (а) анги + usin?B + vsi C < — дау (L) 


等 号 成 立 仅 当 
Азїп 2А = usin 2B = vsin 2C 
当 ДАВС 为 正三 角形 时 , 式 (L)' 化 为 代数 不 等 式 
(uv + 1А + Аи)? > ЗАш(А + u + о) 
ЩА = u = v 时 , 式 (L)' 化 为 
simA + віп В + si C = 
证 法 1 应 用 三 角 母 不 等 式 ,并 作 置 换 
人 A < УА 
(А,В,С) > (х-2А,х-2В,х-2С)” 
2) ААзсоз(х - 24) < ХА 
= 272243024 < Уа 
- 227A225(1 - 2824) < J)a} 


ajo 
e 


4>) hzhasin24 < УЛА + 2212225 = 


(Xa)? |} 


А,А2Аз > 0. 


数学 奥林匹克 与 数学 文化 


sia (27а) 
> Ар & 42225 
即 式 (L) 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 
À, : Àz : Аз = sin(x — 2A) : sin(x — 2B) : sin(x — 2C) = sin 2A : sin 2B : sin 2C 


证 法 2 注意 到 
cos 2А = cos(2B + 2С) = соз 2Bcos 2С - sin 2Bsin 2С 
有 
(Xa)? - 427322 (1 - 2si?A) = 2721 + 2) АзАзсоѕ 2А = 
(А, + Азсоѕ 2B + Азсоѕ 2С)? + А2(1 ~ cos22C) + 
A3(1 ~ соз?2В) + 2А›Аз(сов 2А - cos 2Bcos 2С) = 
(Ai + Азсов 2B + Азсоѕ 2C)? + Аўвїї22С + А$вїп?2В - 2ААзвіп 2Bsin 2С = 
(эл + Азсоз 2B + Азсов 2С)? + (Masin 2С - Masin 2B) > 0-5 
4] эАзвй?А < ( 2724) У) si4 (Ул)? 
Tiis > 0 |> ài & 4225 
À) + Азсоѕ 2B + Азсоѕ 2C = 0 
等 号 成 立 仅 当 ua 2С - Assin2B = 0 
À; = ksin2B 
设 Е 0 


Ау = k(- cos 2Bsin 2С - sin 2Всоз 2С) = - ksin(2B + 2С) = ksin 24 
Аа: Аз = sin 2A : sin 2B : sin 2C 
Ж ”应 用 正弦 定理 和 余弦 定理 


sin24 _ sin2B _ sin2C 
= = = 


FT АЕ 
sin Acos А _ sin Bcos B _ sin Ссоѕ С 
ài 7 А u" Аз 
a(b? + è-a?) _ b(c2 + a2 - b) с(а +b- с) 
Xibe >. Азса É à * 
(b + c-a) _ (2. а? - Р) сба?+ 2 - с?) 
ài с А и Аз 
现在 我 们 验证 式 @: 


РАА + Аз - А) = 
а?(Ь? + c? – a[b? + а? – b?) + èla? + 02 e?) o al(b+e -a)]= 
a(b? + с – а?)[ а% – (t - 2020 + с)) = 
a2(b2 + с? - а?)[а* - (b? - ‹?)?] = a2ó 
其 中 8 = (2 + è- a2)(c2 + а? – b2)(a2 + 2 — с?) 
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于 是 有 A (Ao + Аз — А) 210. 24 


а 
Az (As + Ài =) _ оташ 
b? 


同 理 可 得 =k 


因此 式 O 成 立 , 且 s0, 即 式 @ 与 式 四 是 等 价 的 . 
有 了 推广 12, 我 们 就 可 建立 : 
推广 13 BA, u,v HER, x,y,z 为 实数 , 则 对 任意 A ABC 有 


гоу Чакар | 
xsin A + ysin B + zsin C < (20-45) priti (м) 


等 号 成 立 仅 当 
f :u:v = зіп 2А :sin2B :sin2C 
x: у: т = вес А : ѕес В : sec С 
ACM) 与 前 面 的 几 个 推广 式 相 比较 ,不 仅 右边 多 了 参数 M,u,， 而 等 号 成 立 的 条 件 不 再 
ВЖ, ВУСА, В, С“, 
ЩА = u = vit, RM) 化 为 我 们 熟悉 的 


xsin А + ysin B + zsin C < $ Ул + у + @ 
Ща = y = z 时 , 式 (M) 化 为 
sin A + sin B + sin C < (Ои) 1 @ 
当 ДАВС 为 正三 角形 时 , 式 (M) 化 为 代数 不 等 式 
ХЗ(х+у+ 2) < (А+и+о) ESEA @ 
证 明 ”应 用 式 (L) 和 柯 西 不 等 式 有 


Ута = (А A) [Deir жау] 
[( 222) (> sa) < 
( 


[2 СА „ (>; 22) o 
即 式 (M) 成 立 , 等 号 成 立 仅 当 


sin24 sin2B _ sin 2C 
А ТРЕ лу © 
及 
‚эп A ¿sinB rsnC sin4 sinB _ sin C 
sa: = @ 
四 :四 得 
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ке 2А yain2B _ zsin2C „ооа A = ycos B = zcos С ® 
R O AR O 联合 即 得 式 O. 
有 趣 的 是 : 


(1) 如 果 在 式 (M) 中 令 
(p,qg,r) = (V/s) 
2 9 307 ЗУ) ү, £ 


>a. < [2322 ЖЕР 
这 样 ,我 们 又 得 到 了 式 (M) 的 一 个 漂亮 推论 


应 用 不 等 式 


xsin A + ysin B + zsin C и, а у (N) 
等 号 成 立 的 条 件 再 加 
Ах? = иу? = ш? @ 
ERN) 中 令 (4,u,0) = (4,4,4) x 
p'q'r 
xsin A + ysin B + asin C < бур Ид + y+ 2) (0) 


(2) 如 果 x,y,z > 0, 再 设 a,B € (0,1) Ba + B = 1, 应 用 式 (L) 和 赫 尔 特 不 等 式 有 
>)x(sin A)” < ( > нел“ EO < 
[Qt ууу] У < (sin A < 


u +v)” GU 
(ai ) Paa (Р) 
式 (P) 即 为 式 (M) 的 指数 推广 ,等 号 成 立 仅 当 
À: u: = віп 24 : sin 2B : sin 2C 
(віп А)2-* ; (sin В)#-° (cos С)Ё-° @ 
cos А соз B ` cos С 
显然 , 当 a = В = 二 时 , 式 (P) 即 为 式 (M). 
可 见 , 应 用 式 (L) 开山 劈 路 ”建设 三 角形 正弦 和 不 等 式 的 加 权 推 广 是 行 之 有 效 的 . 
下 面 我 们 再 举 两 例 ,说 明 式 (L) 应 用 的 重要 性 . 
推广 14 设 A,u,v,x,y,z 均 为 正 数 , 则 对 任意 A ABC 有 


N i хи [А u s| 2+? 
xsin А + узіп B + zsin C < 2 (5 ка Аир 09) 


уге 
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等 号 成 立 仅 当 
ене ве ео Ф 
Асо А = исо! В = vcot С 


ЯЫ, ECA, u,v) = (x,y,z), WRC) 左边 为 


1 1.1 11} ја+у+=Е 1 х+у+: 
тюу + + 1) зн = 20+ zz + ay) | a 


这 样式 (Q) 化 为 推论 
хайп A + ysin B + zsin C < g (yz + к + ay) St a) 
这 正 是 推广 9 中 我 们 尚未 证 明 的 Klamkin 不 等 式 ,因此 式 (Q) 是 式 (1) 的 一 个 参数 推 
Р» 


证 明 SARO 有 
sin?A simB sinC (Ар + Ао + Аз)2 
А, Ат Ау < AAAs 


Ф(41,42,43) = (253) 
> ese < < ЗАшо бм > 2 а) 
(У хаш А) < (Xa) (5 290и) < 


(т>) 


Аш 


х А\( УА : 
xsin A <= (53) А ) 
这 即 为 式 (Q) ,等 号 成 立 仅 当 
х2віп 2А _ ysin2B _ 2sin2C 
А “ щш а [s aya аш 
Acot А = исо! В = vcot С 


xsin А _ ysin B _ гїп C 
А 7 u С v 


9 ЖҮ 


回顾 我 们 在 前 面 介绍 的 式 (H) (Vasic FER) RCI) (Klamkin 不 等 式 ) 及 
Drsna < VT 
它们 的 共同 之 处 是 : 权 系数 单一 (不 含 参数 ) ,导致 了 等 号 成 立 的 条 件 特殊 . 
事实 是 这 样 绝对 的 吗 ?在 20 世 纪 90 年 代 我 国 的 杨 克 昌 老师 就 百 次 打破 了 现状 ,首先 


建立 了 : 
推广 15( 杨 克昌 ) ”对 任意 正 数 x,y,z 及 任意 人 4BC, 有 


数学 奥林匹克 与 数学 文化 


x А . z А х + +z Ы 
А tf Esin B +в с «у р (R) 
等 号 成 立 仅 当 
sin4 _ simB _ _simC Ф 
x(y+z) ` у(2+ x) "(х + у) 
可 见 ,虽然 式 (R) 不 含 参数 ,但 等 号 成 立 的 条 件 式 都 风采 别致 , 令 人 满意 ,因此 , 式 
(R) 的 外 观 结构 与 众 不 同 ,别具一格 
证 明 ”在 式 (L) 中 作 置 换 ,应 用 柯 西 不 等 式 有 
Аз) = (y +z,z + x,x + y) 


(2) -7 о 


sin24 
А. S 402225 


(ха) (У) У у жи 0 


Ena) J5 


即 式 (R) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 

sin24 _ sin2B _ sin2C 

у+2 ажа U KK Y z(y+z) _ y(z+ x) _ z(x + y) 
simA _ _siB simC 097001 К Га © с 

х(у +2) ©у(г+х) 2 2(х + у) 

进一步 地 ,如 果 应 用 加 权 不 等 式 有 


жуууна Dle z А Т" e 
再 结合 式 (R) ,我 们 得 到 一 个 漂亮 的 推论 


ч Vs 


且 等 号 成 立 的 条 件 仍然 是 式 ,丝毫 未 变 .此 外 ,如 果 我 们 仍 设 x,y,z,4 ,u,v 均 为 正 数 ， 
应 用 式 (L) 和 加 权 不 等 式 , 有 


(22). > Уан sA y) z (2484) > (5 z) [ (292) 2 1] 
J) [H ($F $. 
т. u 22) 过 
ГЇ (аш А)* < поз 2)” 
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(sin A)*(sin В)? (віп C) < 


Го оуу (в) (s) 
这 又 是 一 个 漂亮 的 新 推论 ,等 号 成 立 仅 当 
A:u:v= віп 2А : ѕіп2В : зіп2С 
(es _ simB _ si C = 
Ах “шу “зш 
A:u:v= ѕіп 2А : зіп 28 : ѕзіп2С 
ук быыс Е 
Ше x + y +z = À + u + v = 1,0 ARS) 可 简化 为 
(sin A)*(sin В) (вію С)* < er а) 
进一步 地 , 令 人 振奋 激动 的 是 , 式 (R) 还 有 非常 优美 的 指数 推广 : 
推广 16 设 0<s< LAMEER A ABC ЕК tiy, A 
gA yh А) + ую в) + © z сут с) < 
ЕШ 
[Cy + 2) (2 + x)(x + y)]' ч) 
等 号 成 立 仅 当 
2(Y 寺 2) - 74x) - z(z ty) @ 
а b? с? 


可 见 , 式 (R) 虽然 上 升 到 了 指数 推广 的 式 (T) ,但 等 号 成 立 的 条 件 “ 依 然 如 故 ”, 这 种 
“忠贞 之 情 ” 难能可贵 . 

特别 地 , 当 = 0 时 , 式 (T) 变 为 等 式 

х+у+т=х+у+: 

Жз = 1 时 , 式 (T) AFAL); H s = 18, 式 (T) 化 为 式 (R). 可 见 式 (T) 在 这 范畴 内 
“包罗 万 象 ”. 

如 果 仅 从 外 观看 , 式 (T) 威风 凉 凉 , 雄 居 南山 ,其 实 , 它 是 纸老虎 ,只 要 我 们 巧妙 应 用 
赫 尔 特 不 等 式 或 加 权 寡 平均 不 等 式 ,就 轻松 地 征服 它 . 

证 法 1 我 们 只 须 证 明 0 < s < 160 < 1 - s < 1 时 的 情形 即 可 .注意 到 s + (1 - 
з) =1 не 


)" 0) > 4)' > Ж КА [—(ж=л)' ] - Gry | А)" © 
等 号 成 立 仅 当 
sin4  _simB _ _si C @ 
x(y+z) y(z+x) `z(x +y) 
再 结合 式 (L) 有 
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Te @,= @,@ # 
ае ш уа ЛО 
G. Е; E [Mo +] 
即 式 (T) 成 立 .等 号 成 立 的 条 件 为 O. 


证 法 2 注意 到 0 < s < 1 应 用 加 权 短 平 均 不 等 式 有 
А sl м 
| > <( ита. | -# У, БЕГ —sinA J- 


x 
x 


sin24 >= 
(5; у+:& o+” 


(a) «|225 (Ха) 


i ар. 
РЕК кыли А 2 二 
之 буон I “oras 
等 号 成 立 仅 当 
sin4 _ simB simC 
x(y+z) 7y(z+x) `z(zx + y) 


当 你 回首 细 看 式 (R) 时 , 才 发 现 它 的 左边 sin 4,sin B,sin C 的 系数 庞大 ,不 便 应 用 
纵然 相逢 ,也 会 避 而 不 取 . 
其 实 ,只 要 我 们 作 转 化 , 令 


М =. е в Уг? 
则 有 


推广 17( 杨 克昌 ) ЖЕ a.h, y 满足 条 件 


ZARA үт"? @ 
则 对 任意 A ABC 有 
asin А + Bsin B + ysin C < V (a2 + 1)(@ + 1)(22 +1) (U) 
等 号 成 立 仅 当 
„а Pa Ж @ 


а? +1 = +1 y+1 
瞧 ! 经 过 这 样 一 转化 ,庞大 腾 肿 的 “ 胖 美人 ” 式 (S) ,立即 “减肥 ”成 为 一 个 “ 如 娜 苗条 ” 
的 “天 仙 ” 式 (U). 
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一 般 地 , 若 权 系 a,b, y 不 满足 式 ,那么 我 们 总 可 以 引入 正 参数 ,使 得 
1 + В 1 + 了 1, = 2 0 
(a) e (8) О +. 
显然 ,这 样 的 上 是 存在 的 ,也 是 唯一 的 .实际 上 ,关于 大 的 方程 @ 变形 整理 得 
K? - (a + у? + у?а?)® - 2(аВу)? = 0 @ 
因此 可 以 推 知 这 一 关于 上 的 三 次 方程 有 唯一 正 根 ,同时 ,由 
cos 30 = 4со5?0 — Зсоѕ 0 
不 难 验 证 方程 @ 的 唯一 正 根 为 


+ ° 


其 中 и = а + Ву? + уа? 
= 
且 和 还 易 推 之 Qa +k' Ptk у + 


这 三 个 量 均 满足 三 角形 的 三 边 长 度 关系 . 
于 是 又 得 到 一 个 新 的 推广 式 : 
推广 18( 杨 克昌 ) BEX a.p, Y, k WER 


1 1 105. 52. 
дъ Й+Е Akk ® 


则 对 于 任意 A ABC 有 


asin А + ein B + Ysin C < PSP ЮВ + ЮО? + k) (V) 


等 号 成 立 仅 当 


asin А _ Bsin B _ ysin C @ 
Qa +k Рк Z +k 


r = ( JE) 0 


u = (aß) + (Ву)? + (уа)? ® 
ПЕ L arccos (3:308) 


uu 


其 中 


10 ”再 度 推广 


关于 三 角形 的 正弦 和 不 等 式 ,我 们 已 经 建立 了 它 的 一 系列 推广 , 但 这 些 推广 均 在 
A ABC 内 ,活动 范围 太 狭 窄 , 不 够 宽广 .为 了 拓宽 视野 ,开阔 眼界 ,必须 让 我 们 的 思维 发 散 
创新 . 

推广 19( 杨 学 枝 ) ” 设 x,y,z 是 使 yz > 0 的 任意 实数 ,4 ,u,v 为 任意 正 数 ,a,B,Y 是 
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任意 实数 , 且 满 足 a + B + Y = nr(nE 7), 


xsin а + ysin В + zsin У < 
1 í уг. 2х ху. À +u+t 
1 + us a)y Nim (W) 


|: = ycos B = zcos у Ф 
Àcot a = исо! В = vcot y 

本 推广 是 杨 学 枝 老师 于 20 世 纪 90 年 代 建立 的 ,他 把 人 4BC 中 的 人 4, 人 人 B, 人 C 推 广 
为 满足 条 件 a + B + у = nrl € Z) 的 任意 实数 ,真是 一 反常 规 ,出 手 不 凡 . 

特别 地 , 当 取 (4,u,v) = (x,y,z), (а,В,У) = (А,В,С) 时 , 式 (W) 成 立刻 化 为 
Klamkin 不 等 式 . 

证 法 1 在 公 4BC, 公 4'B'C' 中 ,我 们 过 去 有 结论 

У) an A > 227 yzsin А' ® 

令 (4',B',C') = (a,B,7), 并 注意 到 xyz > 0 有 


本 


等 号 成 立 仅 当 


2》)yzsin а < У) han Асу К? ri x > @ 
meal TE) Gya) 
У) asin a < зу > (Zuan А) @ 


现 设 
(tan A,tan B,tan С) = (м, ш, и) (е > 
tan A + tan B + tan C = tan Atan Btan С |°? 


(À +u +v)t = Ашм =„/ А у= s. 

Упа < 4( X ЖА): 
即 式 (W) 成 立 ,等 号 成 立 仅 当 
Co -sina = Ga) 


š (м)! . 
каЙ ушу кщ ду суд 
cosa _ cos 8 _ cos y Àcot а = исо! В = vcot y 
yx =m әу 
至 于 a,B,Y 的 其 他 情况 ,总 有 


У) han А > 2 >) yzcos А' > 22) yzcos a 


证 法 2 (ШЕ) 我 们 只 对 п 是 偶数 的 情况 加 以 证 明 , 至 于 ”是 奇数 ,只 要 用 r - a， 
n- Br-7y 分 别 取代 ,8,7 BIT. 
应 用 叶 军 不 等 式 并 令 
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(x,y,z) = (хәхз,хуху,хүх)=» Ў) xsin a = 2]xəxssin a = 


即 式 (W) 成 立 . 


Уаз eslar 00 r + У) х›хусо! gicos(r — a) < 


150 + x3)cot 0, + a TI cot ө) У) xitanz0) = 


am = 72 Eun 0 = 


1 [> 22) = HÈ > =) 


前 面 的 证 法 1 是 笔者 提供 的 ,证 法 2 是 浓缩 杨 老师 的 .此 外 , 杨 学 枝 老师 还 为 我 们 建 


立 了 一 个 更 漂亮 的 : 


推广 20( 杨 学 枝 ) (条 件 同上 ) 则 有 


xsin a + ysinB+zsiny < 


А(и +v) u(v + Л) vA +u) $ xyz 
[ z У у * 2 | 4 V Аш(А + u +v) о 
等 号 成 立 仅 当 


А(и+ь) _ u(e+2) _ v(à + u) © 


[a = ycos В = zcos y 


sin a sin 8 sin у 


提示 :用 式 (L) 可 推广 为 


ШӘ? „у; sia я 


4А уАзАз 


од) = [ Ааш. u(v +à) sa + ш)) , 


y Š z 


m ЖА > хвїпёа Ф 
Пи +) ) 一 МА(и + о) 
其 中 т? 表示 式 (X) 的 右边 .应 用 柯 西 不 等 式 
1 
„ж... Ул ү 
2 |= =. 
m) x ZA (u + о) (222; > 
A ` xsim a 
(X aval + ь)) У УФУ > > (ХУ) хеп а) шэ 
1 
4 
Уаш а < теа], I, ® 


因此 只 须 证 明 
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1 
1 А 4 
` 21 =” — 
[> ух Аби + ь)] [т <m © 
即 得 
J xsin z < m? @ 


对 于 正弦 和 不 等 式 ,我 们 在 前 面 介绍 了 近 20 个 推广 式 ,它们 个 个 花枝 招展 , 优雅 美 
丽 . 但 它们 均 涉及 一 个 人 46C 或 一 组 角度 ,8,7 ,我 们 可 以 将 它们 从 一 个 人 4BC 推广 到 
多 个 三 角形 | 全 4,B.C,1 吗 ?其 实 ,只 要 应 用 赫 尔 特 不 等 式 均 可 . 

ВИНӘ а> 0,ay > 0(1 = 1,2,--,.nij = 1,2,::,mi2 < m,n € N), 


Be = 1,0 


иы» йд) o 
等 号 成 立 仅 当 
а а а, 
ыба Зыр = 1.2... m 0 
对 于 前 面 正弦 和 不 等 式 的 加 权 推 广 , 均 可 统一 表示 成 
xsin А + ysin B + zsin C < M, @ 
其 中 м, = м,|[#,®,&),к =1,2, 


表示 关于 正 权 系数 x,y,z 与 正 参数 4 ,u,v 的 共同 代数 表达 式 . 
那么 ,对 于 n(n € М) PEAH : AAB, Ci, 和 42B2C2，…， 入 4B,C,, 应 用 赫 尔 特 不 
等 式 有 


x ЇЇ (sin Aí)“ + УЙ В)" + АТС Gi)“ = 
isi та i 


TI Casin д) + [I Cysin B)“ + TE (Casin С) < 


ñ м} = MPU = мыз Dr Cin A)5 < М, (ү) 
比如 ,对 于 0 Є (0,1) ,我 们 应 用 式 (P) 有 
ККЕ УЛ А+и+ь\? x тр 
У: Пон Aia (2ta) [Elő] } (7) 


等 号 成 立 仅 当 

À : u: p = sin 2А; : sin 2B; : sin 2C; 

| _ (sin А)!-2 (віп В)! (віп C,)1-28 ® 
Z eosA; ` сов Вр сов C, 


A @ 表示 为 
-@- 
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ДАВС ДАВС =: cO ДА,В,С, 
À : u: = віп 2А, :sin2B : sin 2C; 
_ Өш Ау)1-20 ‚ (sin В,)!-—2# (sin Су)!-20 
сов Ау cos Ву оов Cı 
ЛИКА, NADRA, Р п BDE AAA < í < m € N,3 < 
n€ N),# 


xiy:z 


ЗП csin 4; ) < nsin 28 


1111 
У (эһ, < nsin © 
jt n-2 n 


其 中 m > 0,B ш = 1. 


11 ”四 元 推广 


我 们 在 前 面 加 权 推广 了 的 不 等 式 , 均 为 3 元 ZA, ZB, LC Eka В, y 的 三 角 不 等 式 ， 
为 了 更 好 地 继承 和 发 展 这 一 “文化 ”. 我 们 尊敬 的 杨 学 枝 老师 又 “重出 江湖 ”, 施 展 “ 奇 招 异 
R” ,建立 了 涉及 四 个 角 的 三 角 不 等 式 的 加 权 推 广 ;: 

推广 21( 杨 学 枝 ) 设 x,y,z,w > 0,а + B + Y + 0 = (2k+1)x(k € 7), WA 


xsin а + ysin Ë + zsin Y + wsin 0 <, | G + 2) + 0) (w+ ww) („, 
а + увіп В У + wsin 0 < (Ai 


等 号 成 立 仅 当 
хсоѕ а = ycos В = zcos У = wcos 0 
可 见 , 不 论 从 题 意 上 看 ,还 是 从 外 观 结构 上 看 ,此 推广 在 三 角 不 等 式 范 畴 内 ， 
见 的 美 ,独特 的 妙 , 且 证 明 并 非 高 不 可 攀 , 可 堪 称 稀世 珍宝 , 足 可 收藏 ! 
证 明 ”为 了 方便 起 见 , 设 
{“ = xsin а + узіп 8 
v = zsin У + wsin 0 
则 
и? = x’sina + y2sin28 + 2xysin asin B = 
x? + у? — (а2сов2а - 2хусов асов B + у?сов?8) - 2ху(соз acos £ — sin asin 8) = 
x? + у? – (хсоѕ а — ycos 8)? — 2хусоз(а + B) < 
а? + у? – 2хусоз(а + В)=> 
2 2 2 
cos(a + 8) < = 
一 
同 理 cos(y + 0) < e +n = 
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2 2 2 2 r OES | 
cos(a + A) + cosl y +0) < =", És с j: 


e + B + Y + 0 = (2k + 1)л—усоз(а + B) + cos( 7 + 0) = 0 
AE PS 22.22 
х + y = и + w v 

зу + 2m > 


u _ а +у* Z+? (yz + аш) (ах + yw) 
m w sy zz 7 xyzw 
2 
М = (2+7. Z+) (六 + a) = 
zw 
(ху + zw)(yz + xw)(zx + yw) 
> 
хуло 


и? 1? 
(зу + ао) (5 + 5] ORARE) > 


(u + v)u +u < УМ 
即 式 (Ai) 成 立 .等 号 成 立 仅 当 


{еей @ 
zcos У = шсоѕ 0 @ 
及 

£, x 

рот @ 

а+В+у+ ш = (2k +1)0 © 


HR OAO TH 


=t 
{ оа В о 
у = tcos a 
= kcos 0 
{ Т) 
ш = Есоѕ У 
нФж 
u _ {v хзіпа + уѕіп В _ zsin у + wsinĝ _ 
ху © ш ху Ж zw z 


tsin(a + 8) _ ksin(y + 0) 


соз acos B k?cos Усов 外- acos B = kcos Усов @ = усоѕ # = zcos y 
sin(a + B) = віп(у + 0) 
@ 

@,@,@ 三 式 结合 得 式 (A1) ,等 号 成 立 为 式 O. 

(1) 上 述 证 法 先 用 u,v 巧 作 代 换 ,运用 已 知 条 件 配方 ,再 应 用 柯 西 不 等 式 推导 出 

uw+v<VM 

达到 了 证 明 的 目的 . 仅 就 证 明 过 程 而 言 ,篇 幅 并 非 较 长 ,只 是 技巧 性 非常 强 . 

不 过 ,凡是 这 类 优美 妙 题 , 求 导 它 的 等 号 成 立 的 条 件 是 颇 费 周折 ,但 又 必须 得 完成 的 
事情 ,因为 推导 过 程 不 仅 复杂 ,技巧 性 强 , 且 书 写 篇 幅 也 较 长 ,有 时 其 至 超过 证 明 过 程 的 
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篇 幅 ,这 就 是 三 角 不 等 式 的 特性 . 
(2) 本 推广 又 是 一 道 奥赛 名 题 , 如 花 朱 和 星 月 一 样 令 人 喜爱 . 
如 果 取 8 = (k + l)x=sin 0 = 0, 那 么 又 可 得 到 一 个 非常 漂亮 的 推论 


xsin a + ysin В + іп У < ee (A2) 
等 号 成 立 仅 当 
ш = xcos а = ycos В = zcos y @ 
其 中 


a+B+7y= kx,k € Z 
RCA) 可 视 为 正弦 和 不 等 式 的 一 个 新 的 加 权 推 广 ,其 中 x,y,z 是 权 系数 ,只 有 w 一 
个 是 参数 ,因此 与 以 前 介绍 的 一 系列 加 权 推广 相 比较 , 式 (A) 倍 显 与 众 不 同 ,特殊 奇异 . 
也 许 有 人 对 式 (Az) 表示 怀疑 , 那 就 让 我 们 验证 一 下 吧 ! 
验证 : 记 p = cos acos Bcos y, 有 
2 2 2 


ху + zw = sees ову = = cos acos В + соз У) = 
и? 
[eo асов В -cos(a + 0)] = P 一 sin asin f= 
xy + zw = sin asin 8 
2 
yz + zw = р" Вѕіп y 
同 理 
zx + yw = sin Ysin a 
QÈ М 表示 式 (Az) 右边 , 且 xyzw = шир) 
М = wtan atan Btan y 
sina віп ig, sin y 
х xsin а + ysin В + zsin У = „(та клен аў. 


w(tan a + tan 3 + tan у) 
a + B+ Y = (Е € Z) 
这 充分 说 明 式 © MHRA) 等 号 成 立 的 条 件 . 
(3) 现在 ,我 们 把 式 (Az) 列 为 : 
推广 22( 杨 学 枝 ) 设 x,y,z,w>0a+pB+y=Akr(kEZ), 则 有 


xsin a + ysin B+ гїп y < , | Cz + ао) Сех + уш) (Ау) 
хуло 


等 号 成 立 仅 当 


|: wtan atan Btan y 


w = хсоѕ а = ycos В = zcos У 

如 果 要 求 我 们 单独 证 明 式 (Az) , 则 是 很 困难 的 ,因为 我 们 不 知 怎样 去 处 理 参数 w, 也 

不 知 它 从 何 而 来 ,好 像 是 “天 外 来 客 ”. 在 证 明 时 要 先 假设 a + B + y + 0 = (2k + 1)x=, HE 
毕 了 前 面 的 式 (Al) 后 ,再 令 0 = (k + 1) т, sin 0 = 0 一 zsin 9 = 0, 这 样 就 消去 了 zsin 0 
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这 一 项 ,从 式 (Al) 转化 为 式 (Az) ,达到 证 明 式 (Az) 的 目的 . 
(4) 如 果 我 们 仍 记 式 (Ai) 右边 为 V M ,并 记 
人 = xsin а + узіп B + гіп У + wsin 0 
Q = xcos 0 + усоѕ У + zcos В + wcos a 
并 删 去 条 件 “a + B + Y + 0 = (2k + 1)x” ,那么 第 2003 年 我 国 的 一 道 奥赛 题 等 价 于 
Р? + Q <2M @ 
通过 探索 ,我 们 发 现 , 式 @ 不 仅 美妙 著名 ,而 且 还 可 以 推广 为 : 
推广 3 ША > 0 为 常数 ,9 € R(1 < i € n,2 < n € №), АЯ 


(Хаа ө)? + (È scos а) < (Pan (È =) (А) 
证 明 为 了 简便 起 见 ， 我 们 作 代 换 


=й, 
K nA в + №=11<і<л 
首先 注意 到 
Зы 9 
记 
а= Ула, В = Хома 
应 用 柯 西 不 等 式 有 
< (Ўл. a )[ 2; ГЕСЕ ы-ы = sÈ Oana?) 0 
< (Хаа. д = ( ЭЙ А-0) < 
(Хра, 2? (È > о. i)z 
(а. 2%) @ 
应 用 好 + 只 =11<i<n)， Don 
a TEDIN (ай + y)] Sa2 РЭУ i ® 
此 即 为 式 (As)， 等 号 成 立 的 条 件 是 
Аж = An-1X2 = … = Ахл 
Ау = Ау = … = Аһ 


x? + у? = sin°0, + cos20, = 1 


特别 地 , 当 n = 2k(k € N) 为 偶数 时 ,由 于 
рут = Adasi- = 2 之 at- @ 
-@- 
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这 样 , 式 (As) 又 化 为 


г, Б г )? 
(222) + (О лнн) = 


(зли (È азмы ыны) 
在 上 式 中 取 = 2, 并 作 轩 换 后 可 得 
Р? + 0 <2M 
MERERI D Aa = ЗУ 并 应 用 柯 西 不 等 式 有 
= (Xaa)? < (2249) (222) 


т отет = ( АИ 


(А), 


> Аз)" 
这 又 是 一 个 新 的 结论 . 


12 ”多 元 推广 


三 角形 余弦 和 不 等 式 的 加 权 推 广 便 是 三 角 母 不 等 式 ,而 三 角 母 不 等 式 有 漂亮 的 多 元 


推广 ,正弦 和 不 等 式 至 今 已 被 推 到 四 元 加 权 推 广 ,那么 ,我 们 能 在 多 元 上 建立 正弦 和 不 等 
式 的 加 权 推广 吗 ? 为 此 ,我 们 努力 吧 ! 


我 们 首先 有 
结论 5 ix > 0,0 € [On] = 1,2,---,ni2 < n € N) B 218, = т, 
asia б < (59) 


(81) 
证 明 ”应 用 我 们 过 去 建立 的 结论 


及 柯 西 不 等 式 有 


È rsin 0 < (0) ama)? < 3 (2742 


等 号 成 立 仅 当 n = 3 Ë xí = x2 = xs Ë 0, = 0, = 0; 


RCS) 等 号 成 立 的 条 件 太 特殊 ,不 是 我 们 所 期 望 的 . 这 时 ， 我 们 想到 了 应 用 赫 尔 特 不 
等 式 . 
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аюб O< k < 1, > 0(1 < i < n< n EN) MIHERN п РАА An 
有 
Patsin 4)* (лаш Z) (за) * (5) 
证 明 ”应 用 赫 尔 特 不 等 式 有 
Dusin 4) < (Dsin А) АР)" < 
(n ma Уру. 


ig 


У) бап А) < (nsin 22)" alt) 
= 
等 号 成 立 仅 当 xi = ж) = = tn, ААА, HE n 边 形 . 


可 见 , 式 (S,) 也 不 是 我 所 要 追求 的 推广 式 . 
为 了 建立 更 好 的 推广 式 , 须 应 用 我 们 在 前 文中 介绍 的 : 


引 理 1( 叶 军 ) 设 实数 gi(1 егеп) WED g: = (2k+ Dx(k € 2,3 < n € N), 


Уа = nla; > 0), 则 对 任意 实数 x1, 22s an (BDE хл = xu) 有 


+ ђе ai > 2D an ыш (*) 
其 中 等 号 成 立 仅 当 
КИСИН 
М пај ne А-1 аја, р a зіп a; 


ERO) 中 取 a; = 下 (1 <i <n) 得 


п 
У z), 
2 хаасов p; < ( cos Pa Ха (A) 
іл = 
等 号 成 立 仅 当 
6 


此 外 ,在 前 面 推广 21 RCA) 中 , 作 代 换 
[л = (xz1X2yX2X3，X3X4，X4X1) 
(a,B,Y,0) = (01,0,,03,04) 
x1xX2sin Өү + x2x3sin O02 + хэхаѕіп Өз + xaxisin 04 < 
VI Dr 7 
等 号 成 立 仅 当 
xix2cos Ó, = хухзсов 6; = xsxacos Өз = x4xicos 04 


注意 到 
-图 - 
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4 
УЗО + Ой + d) < (es )( 241)» 


Уллы 0 < (= 2 )( Èa ) (A) 
可 见 , 式 (Al) 不 仅 比 式 (A1) 简洁 紧 次， 而 且 还 新 生 ; 了 漂亮 的 推论 式 (Al)”, 进一步 
HRC) 又 进化 出 了 优美 的 推广 式 . 
结论 7 设 n= 4m, 220, = (2&Ё-1)л(1<Ё<тЄМ),х >0(1<ї<п),#] 
E sa = =i Е 
Datin < (02) 31 в) 


显然 , 当 = 4 时 , 式 (S)) ЖАУ. К 
证 明 $ 


@ = 王 -b(L<is<n) 二 


Xe = 2(@-%)==-2%-+ 
2mr – (2k – 1)n = [2(m - k) + 1]x 
符合 引 理 要 求 条 件 ,应 用 引 理 ,有 


рК -a)< (0s) 4 
Укаша 0 < (cos =) 
等 号 成 立 仅 当 I 


zixasin( $ - 01) = хухувщ( $ — 02) = … = sin( Ж - 0,) = 


X1X2C08 O1 = хухзсов 0, = … = х„хүсов 0, 
为 了 应 用 引 理 ,本 结论 设 定 n = 4m 为 4 的 倍数 , 即 n = 4,8,…,4m(mE N). 
现在 ,我 们 建立 更 好 的 : 


结论 8 设 n =2m+ 1,56 = kx(m,k € №), А; > 0,x; > 0(1 < i < n), Е 
= 
жы = хт, Я 


Улат 0 < мі > 2) (S) 
其 中 
1 т x 3 
М= L| (eos ®)(2})+ Уы] 
证 明 = 


gi = (n - 20,)(1 < í < n)= 
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Ув = Ук -20) = nr - 2226, = ë 
от + {з 2&т = [2(m - о +1]х 
符合 引 理 条 件 , 于 是 


Pennan p < (02) Ыл шлык a (m 2) Pa - 

isl n isl i=l п 1 

- D ainos 20; < (cos =) Š = Drein(l - 2si00,) < (cos =) >> 
Кп < & 

У) raisin; = М = (=) )+ >=" 

5 = 


(2:0). (22 


一 ) (Халіп?) (应 用 柯 西 不 等 式 ) 二 


iai Xi+1 Kist 
EN |$; 5 
aqa “жа 
izl лаз izi Xi+1 
等 号 成 立 仅 当 
хх;зїп фі = хулузїп фу = … = xxzlsin gn 
Баа Oi _ хәхзвіп Oy xsin 06, —> 
А b O 
хуховіп 20, = хәхзвіп 20) = … = xnxlsin 20, 
ре 0, _ x2xasin 0; xnxlsin б„ => 
ài Е А Е Àn 


cos 0, _ cos 0z сов б„ 


人 20, = x2x3sin 20, = … = xnxlsin 20, 


人 
特别 地 , 当 取 n = 3 时 
инна) + Fa t a 


Aisin 0, + Жыш 0; + Аззїп 03 < 


atanta) | a? А А5 
( ` 2 引 *2Х%3 Е 2351 Е 512 
这 便 是 我 们 过 去 建立 的 结果 . 
其 中 要 注意 的 是 ,此 结论 中 的 п = 3,5,7,…,2m + 1 为 奇数 . 与 前 面 几 个 结论 相 比 


较 , 这 个 结论 是 最 好 的 . 


13 ”正切 和 不 等 式 


O) 送 君 干 里 , 终 有 一 别 ; 巨 篇 长 文 ,总 有 终结 .在 本 文 的 末尾 ,我 们 简单 谈 谈 A ABC 
的 正切 和 不 等 式 . 
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我 们 知道 ,对 于 任意 A ABC 有 恒等式 


tan Bian С + an Cian + tan Aian 2 = 1 ° 


cot Bcot C + cot Ccot À + cot Acot B = 1 © 
这 是 两 个 非常 基础 又 很 重要 的 三 角 恒 等 式 ,在 式 @ 中 ,如 果 作 置换 
Ax Bx C 


‹(а,в,с)-(2-.2-%°2-2) ® 


立即 化 为 式 ©. 
如 果 A ABC 为 锐角 三 角形 ,并 在 式 O 中 作 置 换 
(4,B,C) 一 (r-24,r-2B,r-2C) @ 
立即 得 到 式 О). 


шжан ® 3 TF - 4.) ,置换 式 @ Tr- 24) ,那么 0,@ 两 式 的 相互 转化 
关系 为 


T(x - 2А) 


чоры ќо 
(4 
而 且 式 @ 又 可 变形 为 
cot са Ж + oot Š = cot A cot Zoot © © 
式 @ 相应 地 也 变形 为 
tan А + tan В + tan С = tan Atan Btan С @ 


在 式 中 ,应 用 3 元 对 称 不 等 式 有 
i Datat azat] 
ап + tan 2 + tan С > УЗ Ф 
; ир 
1- Жый ш По Bian 8)" (П) 


ил zaf (3), @ 
将 @,@ 两 式 结合 得 到 
л А 
аа а (Пана) ® 


СЕЕ 介入 其 间 ,左右 逢 源 , 将 式 ©,® 两 式 配搭 成 一 个 双向 不 等 式 ， 
恰似 一 只 飘 飞 的 蝴蝶 . 
进一步 地 ,在 式 © 中 应 用 平均 值 不 等 式 有 
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的 
Dok = Ilog (22 2) уо > 3/3 
3 


由 式 0,0 结合 得 


>: А со! rhan 
3 Ds "2 > (I4) „з 


1⁄3 
Поа 4 = Eok > 3( П cot 1) = По > 3/3 


Q 


如 果 A ABC 为 锐角 三 角形 ,在 式 @ HERRA, В, С) 一 (x – 2А,п - 28,7 - 2С) 14 


2094 5 (Mea)? 
式 @ 也 随 之 化 为 


Ула А Pin pon C (TT in 4 С 
(2) 对 于 AABC ,如 果 我 们 已 知 
tan А:{апВ:їапС=ЛА:и:ъ 
其 中 ,u,v > 0 为 常数 ,那么 我 们 可 设 上 > 0, 且 
(tan А „лап B,tan C) = (А, ш, ш) } 
tan А + tan В + tan С = tan Atan Btan CÌ? 


Ж 3 p= [à +u 
(à +u +v)t = Аш =t = мш S 
tan А = a( [2e] 
Аи 


а Же uf [Хж из) 
Аш 

аа С = ( mmm) 
Аш 


另外 ,如 果 我 们 设 e > b > c > d > 0, 且 ac > bd 及 


a+b c+d 
tan A = ор, tan B = 4 
那么 有 
Xian А = Пал 20. St а С = 
а+Ь&\(с+4 _ ас- 64 
(а) (а) о Coan с = 94—44 


JERO ~ O АТ, ЛЕТА — fi Ае НОВСКА. 


(3) 现在 ,我 们 建立 几 个 漂亮 的 结论 . 
-@- 


(ЕЈ 
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结论 9 БАЛАНС 为 锐角 三 角形 ,c,B,y € (0.2), a + B + y = 1, 则 有 
(tan 4)"(tan В) (хап С)? >т 
其 中 
т = [(1 - 2а) - 28)28-1(1 - 2727-1132 
特别 地 , 当 取 a = B = y = 于 时 , 式 (Ti) 化 为 tan Atan Btan C > 43. 
证 明 设 p,q,rE(0,1D) 且 p+g+r=1, 应 用 加 权 不 等 式 和 三 角 恒 等 式 


tan Atan Btan C = tan А + tan B + tan С = 


ЕЕЕ 
(ау (98297.06 


(tan А)!” + (tan B)!" • (tan C)” > (рду)! 


5 
1-р=2а 1 
В, 0,5 
-2 ы 2)_ Gan А)°(тап B)p(tan C)” > т 
1-y=2y 'a+p+7y=1l 
等 号 成 立 仅 当 
tan4 _ tan B _ tanC tan4 _ tan B _ tan C 
Р.” е” y 71-27 1520 1-27 
应 用 式 (Ti) 不 难得 到 推论 
atan А + Віап В + Уап С > т 
(tan А + cot А)“ (tan В + cot В)? (кап С + cot С)? > т +1 
32 3 
(Алап А + исо! В) (Атап В + ucot С) (Ахап С + исо! А) > ( тА z) 
其 中 34 > u > 0. 


结论 10 ЖА, и, о > 0, 则 对 任意 A ABC 有 
(и+ь)ша 4 + (v+ йш # + (д + u)un  ж2/ш й + Àu 
只 要 应 用 恒等式 


B С c 4 А, В 
tan > tan + tan tan ә + tan tan 


及 我 们 常用 的 引 理 立即 可 导出 式 (T) ,等 号 成 立 仅 当 


део = исо Ё. = voot С 


2 2 
MAR) 可 得 到 漂亮 的 推论 : 设 A ABC 和 A A'B'C' 为 任意 三 角形 , 则 


= 1 


(т) 


® 


e 


(T) 
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等 号 成 立 仅 当 
wa mE ¿a 
£ В S „б? 


(А,В,С) = (A',B',C')=2AABCO AA'B'C' 
我 们 在 前 文 证 明了 结论 Ç 


B C с А 
соз сов с06 7:006: оо оов» 5 
ШЫ ШМ б >2 
оо» соу сов 1 
若 记 
cos сов С 
А Mera 
Дев] = У 4 
2 
那么 


У(еъ фе») (Deog) 


До» 3) = TE eos £ = Пов 4 «3(3 4 


因此 /( cos $) 只 有 最 小 值 ,而 无 最 大 值 .但 是 , 却 有 双向 不 等 式 


105) I sec > Де») > $ 2 
等 号 成 立 仅 当 ААВС 为 正三 角形 . 
有 许多 代数 不 等 式 都 有 配对 式 , 而 三 角 不 等 式 更 是 如 此 . 
结论 11 А, ио > 0, 且 满足 条 件 
S=2(u + + Аш) - А-и? - 0 > 0 


则 对 任意 A ABC 有 


sin ein sin Csin 4 эш Asin 8 
2 sin 2 2 sin 2 2 | 
22 |64262). (V3) 
ка: sin > Sin > 


2 
тау зан 
А 4 +u 
tan > 


提示 х,у: > 0, 应 用 杨 克昌 不 等 式 
-@- 


C А А В 
tan — tan tan Š t: 
2 21.4 222 三 VV36 
В C 
каг из 


(T) 


(Ts) 


(т) 
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Àx + uy + uz > y+ zx + xy) 


HRI) 左边 大 于 等 于 
aD (sint) 139 
再 注意 到 
3D (gn) 
z(t h Segaf 
(2) 1(У 4)? z 2 


R) жй > (а 4) > /8 


式 (Ts) 左边 > | д Уша # > V438 


(т,),(т,),(т;) 三 式 等 号 成 立 仅 当 = u = v Н AABC 为 正三 角形 . 
(4) 关于 正切 和 不 等 式 的 结论 ,是 很 多 的 . 
结论 12 ”对 于 锐角 公 4BC 有 


Dtan A = 3D)cot A = Zot >з > 3/3 


tan Atan В > У) cot Асо B 
2 2 


385 с) Уа 4 > 3 
У) МїапА > | 
[ (тап Btan С)2 1][(tan Cuan А) -1]- 
[Gan Atan В)? - 1] > (0/8) - 1,k € N 
z 
Уа a [lun 4)? >2 


(5) 我 们 在 前 面 的 结论 10 中 ,建立 了 不 等 式 
(u + оаа 4 + (0+ Ааа 2 + (A + u)un С > 2V uv + ñ + дш 


它 是 不 等 式 


tun +n + tan С >У3 


@ 


(Te) 
(T) 
(Ta) 
(т) 
(Tio) 


(Ta) 


(To) 


(т) 


(T) 


@ 
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的 加 权 推 广 ， 
相应 地 ,不 等 式 


的 加 权 推 广 却 不 止 一 个 . 
结论 13 А, и, о > 0, 则 对 任意 AABC 有 


(и + 0(4)? + (v+ Dhian) + (à+ “(а £) > Í Гааз) 


(т) 


Цер аана сы 


略 证 Уи + (а 4) 2 (Yus) У (un В С)? > 
WHE w) (Dian #ш ©) = 2/15 w 


[52 (aa 4 )] Xu > (У Xua £)? = аа Уша 4)? > 3w 


Eafit) > 3Аш/( > ш) 
R(T) 和 (Tis) FEREN А = и = v 及 AABC 为 正三 角形 . 
特别 地 ,1983 年 ,Garfunkel 曾 提出 问题 :能 将 两 个 熟知 的 反 向 不 等 式 
2А 2B 2C 


tan + tan + tan 7 >1 


C 


АВ 1 
sin 2 sin 2 зіп Z < 


统一 成 一 个 更 强 的 不 等 式 
тап? = 4 ве 4 > 2 (ть) 
吗 ? 式 (Tie) 就 是 著名 的 i эжей, MASNER, AARE. 
比如 ,应 用 三 角 母 不 等 式 就 可 简洁 漂亮 地 证 明 . 
证 明 ”在 三 角 母 不 等 式 
x? + у? + 2 > 2yzcos А + 2zxcos В + 2xycos С 


中 令 (x,y,z) = ежел 
并 注意 到 Ула 2 Bang =1 
及 >)sin 4 = < 
则 有 У (4)? > 25 tan Ban Сов 4 = 


271 an 2 Уа € (1 - 2si 4) > 
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2X an Bian E —4})иё 4 
4 
2 - a(t) E -一 一 — 2 = 
cos Z oos С С 
2 [Ta 4] 22984. 
211 + 


2-84. Уш? 4 2-84 


等 号 成 立 仅 当 
К ОТ 
вл “ый аараан) = (cos ) = (es 2) > 


ZA = 2В = ZXC = 6 
美丽 的 Garfunkel 不 等 式 至 少 有 四 个 指数 推广 ,如 : 


Mk = 1 或 4> Š Bf 


У (ea 4)” эз-(2-в[[ sin 4) (т) 
M k > 1 时 
E (tan а)" 31+ k - 8k TI sin 2) (Тв) 
E (tan 4)” > R E S – (4 П sin $ а) (Т) 
У (tan 4)” =з gk e( TI sin 4): (To) 


MAR, k = 1 时 ,以 上 四 式 均 化 为 Garfunkel 不 等 式 (Te), 且 它们 个 个 如花 似 玉 , 貌 
若 天 仙 ”, 特 别 地 , 式 (Ta) 最 娟 秀 可 爱 . 


证 明 RAME: = sint < 二,。-= 3 s$) RTO 化 为 


P(k) = У) [ua 2) +80 = > 了 (me 入 „в = 
COEL ELEDE 
Ы 1004) ($) (3:)'] 
( BUDE ЕРКЕ) > 
54. в(2) (二) онат) > 
-@- 


РРР 
[Чаво (4) (8) = 
p-b- a 
p-b- Чу „8. 
mp 


P(k) = = 


bA эз 
[3+s(3 门 一 = (31-6 + 81-6)-1% 


P(k) > 31-4 + 81-0, 
У (tn 4)” з в (Па 4)“ 
等 号 成 立 仅 当 A ABC 为 正三 角形 . 
(6) 我 们 在 前 面 的 结论 10 中 ,建立 了 不 等 式 
un 2 + un 2 + un С > 3 
的 加 权 推 广 


(и + ojan + (o + A)tan 2 + (А + ujan С > 2V u a h + Aü 
2 2 2 


现在 ,我 们 再 从 角 参 数 9 方面 再 度 推广 式 (T,) : 


(7) 


010 Bau v 为 正 数 ,和 4BC 为 任意 三 角形 , 角 参 数 0 < 9 < 到 使 + 4, 


0 + ,8 + $ 均 为 锐角 ,并 满足 条 件 


500) = Dian(0 + #)ш(#+©)<9 
则 
T,(0) = (и +ь)шщ(Ө + 4) + Co + А)ш(6 + B) + Q + wian(0 + £) > 
2V(w + + Аш)( + Q(0)) 
其 中 


Btan 30 >0 


Ы tan 30 + 3cot( 9 + Z) Е 


@ 


(Ta) 


9 


显然, 当 0 = 0 时 ,0(9) = 0,500) = Уап Вап С = 1 < 9, 式 (Ti) ENR), 


等 号 成 立 仅 当 
-@- 


otg = ucot = vet £ ® 
证 明 ”由 已 知 条 件 有 tan 30 > 0, 且 设 
(wp,7) = (0+ @,в+ ®,ө + С) є (о,х) 


(x,y,z) = (ап a,tan B,tan y) 
t = 1ап 30 > 0 


=a +B + 7 = 3 +30 


ав (2 +30) -7 = у - (7-30) ү + = + 
S(0) = yz + zx + ху = t(x + y + z- хуг) +1 @ 
H 
apy € (0,5) ә» + y + z > 3n[ š +É + 7) зао + Z) @ 
HAR ® 及 不 等 式 


(5х)5(8) = (272) (У) а) > 9S0) > (|) – 10) )500)] +1 = 


A 
= 
9>S(0)>0 

5(8) > 4- tan( 0 + Z)(9- Ss(0)] +1 


[3 + t- tan( 8 + Z) ] SC) > 9: tan(0 + Z) 35 


3 + 9tan 30tan( 0 + Z) 
k] = ———————————————- = 
3 + tan 30tan( + zj 


| Sun 30tan( 9 + =) 
+—cnr—ÁIA_ = 
3 + tan 30tan( 9 + Z) 

8tan 30 
зсо(@ + Æ) + tan 30 
s(0) > 1+ 0(0)= @ 
Т,(@) = У) (и +v)tana = >)(и+ь)х > 


2/07) Са) = 247 (X а): (8) 
T,(0) = 24 (5) (1+ Q(0)) 
В (Ты) 成 立 . 


当 9 = О, (Ты) 等 号 成 立 仅 当 
c 


Аса 4 = исо Ë = 2сої T 


Тж = 1+ 000) 
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当 0 < 0 < 6 В, СТ) 等 号 成 立 仅 当 公 4BC 为 正三 角形 , 且 X = u = v. 
当 我 们 细 细 品味 (Tx) УСТ) 时 ,我 们 只 感到 回味 无 穷 , 妙 不 可 言 . 
(7) 现在 ,我 们 知道 ,对 于 АВС 半角 正切 和 不 等 式 


ап 2 + tan + an Š > ñ @ 
不 仅 有 加 权 推广 
D Cu + ова 4 > 2 / us + Аш 
而 且 还 有 多 边 形 推广 
Zi > nan $ ® 
当 取 n = 4 时 ,对 于 四 边 形 4,424344 有 
А\ А› Аз А 
tan +tan2 +tan72 +tan7 >4 @ 


那么 式 O tb fe“ ЕО СНЕ, ЗАНОНЕ? ЖЖ, ВИПАВ р E 
建立 的 : 
引 理 2( 笔 者 ) Ba > 0,x; > 0(1 < i< nE€ Мм), А 


a Е 1 
Xua > 2[(， > дА) > ха)]? @ 
其 中 
щ = (lie n 
等 号 成 立 仅 当 
Aio A А, 
E ° 


引 理 3( 华 罗 庚 )” 记 从 n 个 正 数 a1,a,,… ,a。 中 每 次 取出 个 数 的 积 的 算术 平均 为 
A,(k)(1 < k < n € М), В P, = (А00), д] 
Pi > P> > p, @ 
巧妙 地 应 用 这 两 个 引 理 , 我 们 就 可 建立 引人入胜 的 : 
15 ЎА, ,Аз,Аз, А 均 为 正 数 , 则 对 任意 四 边 形 414,4344 有 不 等 式 


А; Аз Аз А, 
хпап 2 + хап 2 + хзіап 2 + Xatan 2 > 


3 + IGN + AsA4A1 + Mdina + AAMAS) 
其 中 
к = (514)-Аз1 е! є4 (Ta) 
名 
等 号 成 立 仅 当 А, = Аз = Аз = Аа, Н. 41424344 为 正方 形 . 
从 外 观 结构 上 看 , 式 (Tw) SR) 何其 相似 , 那 真是 天 合 之 作 . 
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ШР ”在 引 理 3 中 取 n = 4 有 


1 2 
[车 (oo + azas + asa) + ааа + a204 + аза)] > 


1 3 
[+ aaa + азаа + аааа; + аазаз)] = 


аа) + ауаз + азаа + адај + азаа + азау > 


2 
d азазаа + азаа + 444102 + atas) 3 


4 © 
记 
À = À>ÀsÀ4 + АзА4А + ААА + А\А2Аз @ 
ti = tn = 1,2,3,4 
则 
A A Аз А 
Ai + А) + Ау + Аң 2л + 2 = -[(2 +)» 
A A) Аз А tth _ (i) 
1212 + 2) =- (4 + 到 = 1-15 5\12 gu? 
Т = tat3t4 + Dt4ti + tatit2 + tit2t3 = ti + to + t + ц 
T = ti + t+ + t4 > VITON 3) >T > 4 @ 
在 引 理 2 中 取 n = 4 有 
xiti + жо + хуз + xata >2[( >; Ад; jC ta; ЈЕ (应 用 式 Ө) > 
ое 1414744 
2 241 
А үзү T\3]2 А\3 _ 
216(2:) [ Z)°] >3x4(2): = 3(164)3.» 
xiti + ху + x3t3 + x4t4 > 3 7162 @ 


此 即 为 式 (Tw) , 易 知 ,等 号 成 立 仅 当 A1 = À> = Аз = А, Н 41424344 为 正方 形 . 
式 (T>) 不 便于 应 用 ,可 设 


x= s - À = 3K(1 < i 


кш > Г16(АзАзАа + АзАаАт + ААА + А1А2А3)13 (ТО, 
同 理 可 得 式 (T>)' 的 配对 式 为 


È koa f > [16(A2à3à4 + A3A4à1 + ААА; + Àiàzà3)]3 (Ta) 
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如 果 进 一 步 探 索 , 还 有 新 结论 : 
结论 16 i K, > 0(1 < i < 4), 则 对 任意 四 边 形 4;424344 有 


к=? з (Ta) 


其 中 s = JÈ z. 


(8) 春 种 秋收 ， 只 要 我 们 辛勤 耕耘 ,就 会 建立 许多 更 美好 更 新 奇 的 结论 来 . 
如 : 当 我 们 回首 反 顾 结论 13 中 的 式 (Ts) 和 式 (Ts) 时 ,我 们 发 现 :第 一 ,虽然 它 俩 外 
观 结构 简洁 美观 ,但 比较 单一 ;第 二 , 等 号 成 立 的 条 件 是 “x = y = : K ZA = 人 B = 


2С = 子 ", 显 得 “夫妻 分 离 , 为 此 ,我 们 应 用 幸 尔 特 不 等 式 将 结论 13 改进 成 : 
结论 17 设 k > 1,x,y,z,X,w,v 均 为 正 数 , 则 对 任意 公 A4BC 有 


wa + y(n 2) + (ш £)" > 


uv + ъй + Xu)“ (T) 


Гу, а, Je 2 


特别 地 , 当 k = 2 时 ,上 式 化 为 
4(u + 1А + Au) 


a(tan 4), y[un к) + a(tan £) > Cu +o)? Сожа? (Q + u (ть) 
x Уу z 


以 上 两 式 虽然 外 形 庞大 ,但 却 “ 亭 享 玉 立 ,楚楚 动人 ”, 美 得 令 人 神往 , 令 人 心醉 
略 证 ”注意 到 


1.21.1 і д © 
кэл, [D(A Ts TG +>] 
к € 00,1) 
ху. 
У 4) =32)]- 


Eus s)un 4 >24 Уш] «(таа 4) > 


У): JG] 
此 即 为 式 (Ts) ,等 号 成 立 仅 当 
део 4 = ucot 8 = vcot С @e 
H 
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(вз) (mng) (а 8) 


ПЕЧУ пеи Г Чы 
[е2] [==]! [H] 
I дыт дү R 
u+v кз .+À Е А+и 


放眼 展望 以 上 各 式 知 ,结论 17 弥补 了 结论 13 的 两 点 不 足 ,推广 和 美化 了 结论 13. 


BN НГ 
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第 49 届 IMO 试题 解答 
武 瑞 新 


1. 是 锐角 ААВС 的 垂 心 ,以 BC 的 中 点 为 圆心 作 一 个 过 万 的 圆 ,与 BC 相交 于 点 
41,42, 类 似 地 我 们 作出 B, В, 和 Ci, C2. WEHA : A1, A2, B1, Bs 和 Ci, C, 这 六 个 点 共 圆 ， 


证 法 1 如 图 1, 设 BC,CA,AB Фр, Е, Е, АВС 的 外 心 为 0 ,联结 ЕЕ, 
АН,ЕН,ЕН. 


HB EZE E SI 


AG, + AC, = AF? – ЕН? 
AB, - AB, = АЕ? – ЕН? 


X EF // ВС,АН | BC, 故 
AH | EF 

АЕ? - ЕН? = АЕ? - ЕН? 

AG, : AC, = АВ, · AB, 
于 是 Cu, C2, Ву, В, 四 点 共 圆 . 

易 知 所 共 圆 的 圆心 为 0 , 故 

ОВ, = ОВ, = ОС, = 0С, 

同 理 可 证 ОВ, = ОВ, = ОА, = ОА,. 
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ВСА, 4, Bi, B> 和 Cl, Со 六 点 


证 法 2 ”如 图 1, 联结 АН, EF, 易 知 АН | ЕЕ, АН 为 圆 E ЖИ] F ЙАН 
AG, АС, = AB, АВ; 
于 是 C1, C2, Bi, B, 四 点 共 圆 . 
易 知 所 共 圆 的 圆心 为 0 , 故 
ОВ! = ОВ, = ОС, = 0С, 
同 理 可 证 0B, = OA, = ОА, 
故 Ai, A2, B), B> 和 C1, C, 六 点 共 | 


证 法 3 ”如 图 2, 联结 РЕ, СН, ОР, ОЕ, DH, ЕН, ОА, ОВ. 


则 DE | CH,0D | BC, 故 
ОС? - 0A} = СІ? – DA? = CD? - рн? 
ОС? - ОВ} = СЕ? – EB} = СЕ? - ЕН? 
由 DE | CH% CD? - рн? = СЕ? - ЕН? 
知 043 = 0B?, 同 理 083 = 0C?, 故 
OB, = ОВ, = ОА, = ОА, = ОС, = ОС, 
故 41,42,B1, B, 和 Су, C; 六 点 共 圆 . 


证 法 4 如 图 3, 设 AH 交 BC FL, ikii 041,0D,DH, ВН, АВС 外 接 圆 半径 为 
R. 易 知 ,人 BHL = Z C,ZB0D = 人 4, 则 
BH = 2Rcos В, HL, = 2Rcos Beos С 
D = Reos A, BD = Rsin A 
故 04? = OD? + DA? = OD? + DH? = DI? + НІ? + Ор? = 
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(Reos А)? + (2Rcos Bcos С)? + (Rsin A - 2Rcos Bsin С)? = 
R2[cos2 A + 4cos? Bcos2 С + (sin A – 2cos Bsin C)2] = 
R?(1 + 4соз?В - 4cos Bsin Asin C) = 
R2[1 + 4cos B(cos В - sin Asin C)](cos В = sin Asin C — cos Acos С) = 
R2(1 - 4cos Acos Bcos С) 
同 理 ОВ? = 0B} = ОС} = ОС$ = R2(1 - 4cos Acos Bcos С) 
СА, Аз, Ву, B> 和 Ci C; 六 点 共 圆 . 


证 法 5 如 图 4, 以 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 , 设 重心 为 C, 外接 圆 半径 为 R, 则 


А( Ксов а, Rsin a), B(Rcos B, Rsin 8), C( Reos y,Rsin y) 
则 G R(eos а + cos В + cos y) R(sin a + sin B+ sin y), 
р 3 


3 
则 由 欧 拉 定理 ,0,C, 瑟 共 线 , 且 ОН = 30C, 故 
-@- 
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H(R(cos а + cos B + cos у), R(sin a + sin B + sin y)) 
p(R(eos B+ cos у) R(sin 8 + sin 2) 
2 x 2 


x 

故 ОА? = OD? + DA? = OD? + DR? = 
RIE (оов В + соз У)? + ош В + віп У)? + 
(соѕ а + зизов Уа + (sin a + sinf + эш 7 2] = 
R2[2 + cos(a — 8) + cos(B — У) + сов(У — a)] 

同 理 


ОВ} = 0B} = OC = ОС = R2[2 + cos(a - В) + cos(B - у) + cos(y - a)] 

Ж Ai, A2, Ву, B> 和 Су, Со 六 点 共 圆 . 

注 ”建议 读者 通过 建立 高 线 方程 , 求 1 的 坐标 一 一 这 是 一 个 非常 不 错 的 三 角 练 习 
题 ! 当 然 本 题 还 有 其 他 的 解析 法 . 

2. 设 x,y,z 是 三 个 不 等 于 1 的 实数 , 且 满 足 xyz = 1. 

(1) 证 明 


es = you u 

(z - 132: (у- D+ тр) 
(2) 证 明 : 存 在 无 穷 多 组 有 理 数 (x,y,z), 上 述 不 等 式 中 的 等 号 成 立 . 
证 法 1 (1) 作 变 换 


а? b? с? 
ПРЕ P Ë a us 
原 不 等 式 即 сак >! 


Уа“ - са) - аЬ)? 

Па - be с 
Уа - са) (с - а) - | ](а2- ЭЕ 

П (а? - к)? 
JIa? - be) = (а? - к)? = 
П а) - У ара - са) – а) = 
[X a(b? - са)(с - аЬ) - 2] ] (a? - ьс) (ае - ab)) = 
[3Tlo – 253 азь + [la X- 
2014073) - >)а2ь%)(3] | 2 - а?) 
Уа - са) (o? - ab} - | | (a? bc) 


即 


即 


10 - be)? 
(Хаз - З oz)> $ 
Па - в)? Е 
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(7а) Буа?" - | ][а(>]а)? 


Пса в) еі 
(2) 等 号 成 立 的 条 件 为 
Уа = 0 ° 
或 
Dat- |la(2>la) =0 @ 
Ж: © 成 立 将 导致 = b = c, 这 时 x = y = z = 1 与 题 设 矛盾 ! 
ЖУ аЬ = 0, 有 
Da 3[] А 
+ 十 2 = = = 
ш Пе Ila 
由 хуг = 1 
ху + уг + 2х =3 
= 1 
х+у= 13-1) 
故 x, y 满足 方程 


ñ= T y + = 0 
A = QU - 4z) 
设 人 为 正 整数 (其 实 ,只 须 上 为 任意 不 等 于 - 1 的 有 理 数 ), 令 z=- k(k + 1), 则 
1- 4z = (2k +1)? 
此 时 我 们 可 得 一 组 解 (x,y,z) = (gE E - КЕ + )) 满 足 条 件 , 故 有 无 穷 
多 组 有 理 数 使 等 号 成 立 ， 
证 法 2 原 不 等 式 即 
x? 
Уу-у >! 


m 27 (у -Da - D2 - [lG - 12 
Ile- 1)? 
而 
Xey - 1202 – 1)2 = (а (у -1)(4-1)]9-2[](«-1)()зу(:-1)) = 
G] |z -2X ay + >])%-2(>)«- Xay) 
G] I - 222) 


= 
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Пе -1} = (TIG - 00 = (2; - Хау)? 
注意 到 [| x = 1, 于 是 
Drey - 0502-1) Tr- (Хау - 32 


П - 1 Пел» > ° 
以 下 同 证 法 1. 
证 法 3 设 
oT b= 
则 ar1= = Ty +1= рї; 
> 1 
所 以 abc = (OG - 02 = (а +1)(b + 1) (с +1) 
故 ab+bc+ca+a+b+c+1=0 
故 У з = е = (Ја? - 2270 = 
а? +2 24а +2 = (Хуа +1)? +11 
Уа +20) Уја+1) +1 
等 号 成 立 的 条 件 是 Za=-l 
Уа = 0 
故 а+Ь=-1-с 
ab = с(с+1) 
a,b 满足 方程 
92 + (с + 1) + с(с+1) = 0 
A = (е+1)#-4с(с +1) = (e А -30) = р 
设 k HERK 
z=- К(Е +1) 
F k k+l —k(k+1) 
得 (bo) = (Err ЛИК ИЙҮҮ 
ЖЕН. k k+1 
进而 (sya) = (i 12 r- k(k + D) 


所 以 有 无 穷 多 组 有 理 数 (x,y,z) 使 等 号 成 立 . 
3. 证 明 :存在 无 穷 多 个 正 整数 n ,使 得 n? + 1 存在 一 个 素 因 子 大 于 2n + V2n. 


证 明 ” 任 取 一 个 4k + 1 型 素数 p > 29, 则 存在 使 nx + 1 被 p 整除 , 且 n < Z, 
(n€ 11,2,-,251)), Ф 


а= р-2п 
W а? +4 = р? – 4пр + (4n2 + 4) # р 整除 , 故 


GENAH 
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a+4>p 
故 a>Vp-4>5 
故 a>Vp-4=VvV2n+a-4>V2n 
所 以 p=2n+a>2n+V2n 


因 4k + 1 型 素数 有 无 穷 多 个 , 故 存在 无 穷 多 正 整数 п 满足 要 求 . 

我 们 可 以 使 上 述 过 程 得 到 的 п 互 不 相同 . 设 已 得 到 (pi, ni) ,我们 再 取 一 个 44 + 1 型 
素数 p. Ë ni + 1 > px > nf +2,ÉK m > n BREZE ny < m < … < т, ВИТЕ 
Жр = nk +2, л л +1 > pa > nk +2, т, > m, 这 样 我 们 就 得 到 满足 要 求 
的 无 穷 多 个 正 整数 n ,本 题 的 本 质 是 4k + 1 型 素数 有 无 穷 多 个 . 

4. 求 所 有 的 函数 F:(0, + о) — (0, + m), 满 足 对 所 有 的 正 实数 w,x,y,z,wx = yz 
都 有 
((ш))? + (f)? uc и? 十 а? 

SAKA) Pê 
解 ”在 已 知 条 件 中 令 w = x = y = z = 1 得 f(1) = 1, 而 对 于 xE (0, + om), 因 
х= Vx: Vx 
(f(x) + U) = £] 
Ж Кх) + Ла) © 2x 
Вр Aa)? 2+1 к +1 
f(x) x 
x(/(z))) - (2 + 1)/(x) +x = 0 
(xf(x) -1)(/(z) -x) = 0 
故 f(x) = ха) = 1. 

容易 验证 这 两 个 函数 满足 要 求 . 

5. 设 ”和 上 “是正 整数 ,上 > n, 且 上 - 是 一 个 偶数 ,2n 纺 灯 依次 编号 为 1,2，…,2m， 
每 荔 灯 可 以 “ 开 ” 和 “ 关 ”, 开 始 时 ,所 有 的 灯 都 是 “ 关 ” 的 .对 这 些 灯 可 进行 操作 ,一 次 操作 
只 改变 其 中 一 玲 灯 的 开关 状态 ( 即 “ 开 ” 变 成 “ 关 ” 或“ 关 ” 变 成 “ 开 ”) ,我 们 考虑 长 度 为 大 
的 操作 序列 ,序列 中 的 第 i 项 就 是 第 i 次 操作 时 被 改变 开关 状态 的 那 芒 灯 的 编号 . 

W NN 是 次 操作 后 使 得 灯 1,2,…,n 是 “ 开 ” 的 , 灯 n +1,…,2n ER” 的 状态 所 有 
不 同 的 操作 序列 的 个 数 . 

W M 是 k 次 操作 后 使 得 灯 1,2,…, 是 “ 开 ” 的 , 灯 n+1,…,2n 是 “ 关 ” 的 ,但 是 灯 n+ 
1,…,2n 始终 没有 被 开 过 的 所 有 不 同 的 操作 序列 的 个 数 . 

жий. 

й “М” 型 操作 序列 的 个 数 为 a , 因 对 灯 1,2,…,n 的 操作 次 数 必须 为 奇数 , 则 
其 母 函数 为 

2т+1 


3 
1 š 
Il атур +5) = AeH - el z)" = 
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Ie 1)'Cie((n -2i)x) = 
15o nyay 09207. y 
2 по Л 
故 M = а = АУС D'C -20t 


BN” 型 操作 序列 的 个 数 为 如 , 因 对 灯 п + 1,…,2n 的 操作 次 数 必 须 为 偶数 , 则 其 母 函 
数 为 
3 2т+1 2 2т 
T(z +3 +U + Gm DI па дор) = 
去 (e(z) —_6(- к)" Cela) + e(— z))" = 


L (e(2z) - e(- 25)" = 去 立 (- 1)iCie((2n - 4i)x) = 


2" 
去 立 (- DiCie(2(n = 2i)x) = 去 立 (- D: ‘> жш И, 
故 N=b = ELC DG -2 
去 立 (- 1)Ci2 (a = 24)* 
所 以 E = 2": = 2" 


15C DiCi(n - 20) 


不 难 验证 若 k - п 为 奇数 , 则 М = u = 0, 这 是 明显 的 . 

6. 在 凸 四 边 形 ABCD 中 , ВА z ВС, от, оз 13 А АВС Яй AADC 的 内 切 圆 .假设 存 

在 一 个 圆 w SHR ВА 相 切 ( 切 点 不 在 线段 BA 上 ) , 且 与 射线 BC 相 切 ( 切 点 不 在 线段 BC 

上 ) 并 与 直线 AD 和 直线 CD 都 相 切 ,证 明 : 圆 o, 和 ow 的 两 条 外 公 切 线 的 交点 在 圆 w E. 

证 法 1 如 图 5, ВА, СО ЖАР, BC 两 组 对 边 延 长 后 必 相 交 . 设 交点 为 5,7. 由 切线 的 
性 质 有 

BH = ВЕ 

FS = HS 

DF = DG 

ET = TG 


eeee 


四 式 相 加 得 
BS + DS = BT + TD 
AH = AG 
CF = CE 
FS = HS 
ET = TG 


* 


@өөө 


чан 
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四 式 相 加 得 
АЅ + SC = АТ + TC (жж) 
H(*).(* ж) 48 ВА – DC = ВС – Ар 
设 圆 w 和 w 分 别 与 АСР, Q, ABC 关于 点 B KRINN ов, Оһ, 
428 тв, AADC 关于 点 D ЈА Ж ор, О, тр, ооз о 的 半径 分 别 为 
тутт. > 0,0,0, 0, W AC FQ, wY AC FP, ов АСТР" ,wp 切 4C 于 Q*. 
w, w ШУМУ ІК, JI, 及 直线 010, XF M. 


АР = (АС + AD - CD) = Co 


CQ = Hacs ВС - AB) = АР" 


故 АР = АР" = CQ* = CQ 
P,P" R&,Q,Q" 重合 . 
wa 与 wz 内 切 于 P,wo о 内 切 于 Q. 
联结 ВР ќо 于 W,X Жав РУ, WX 的 中 点 为 R, PV 的 中 点 为 U. 
OR_OB_n_ OW 
050 ` OB ` rg = OpP 
故 RtA WOIR cn RtA POU 
LUPOg = LRWO! 
WO, // РОв 
联结 РМ, WM, 有 
OM _ n _ PO; 
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РО, // WO, 
МОР = ZM0,W 
А МО,Р АМО 
Z 0,MP = Z 0,MW 
故 多 ,已 ,1M 共 线 , 即 B, P, MHR. 
同 理 , 0,D,M 共 线 . 
由 ВА z BC HIP, 0 不 重合 ,从 而 BP, DQ 不 重合 , 故 M ВВР, DQ 之 交点 ,如 图 6 所 
示 . 


为 清晰 起 见 , 我 们 去 掉 ооз. Ў BP Xo 于 Mi,DP 交 w М, ЖЕ M10, РОв, 
M20, Q0p. 

则 易 证 M10 // POg,M20 / Q0o, 但 显然 PO, // 00›,& M10 // M20,M1,M2 重 
合 于 M. 

命题 证 毕 . 


证 法 2 ”我们 采用 证 法 1 中 的 所 有 记号 . 易 证 
АВ - CD = BC - AD 
BA wi 和 w 分 别 与 AC HF P, Q, A ABC 关于 点 B 的 旁 切 圆 为 wa ,圆心 为 08 , 半 
FEK re, AADC RFA D 的 旁 切 圆 为 wp, 圆心 为 0p ,半径 为 m,wliywayw 的 半径 分 别 为 
niora r. IGH 01, 02,0,w W AC FQ, o Y) AC FP* ,wp 切 4C 于 P,wp 切 4C 于 Q*. 
wo 的 外 公 切 线 IK, JL RER 0,0: XF M. 


AP = 二 (AC + Ар - ср) = со" 


ыа 
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CQ = (АС + BC - AB) = АР" 


故 АР = АР" = CQ" = CQ 
P,P" 重合 ,0,0" 重合 . 
ав 与 wz 内 切 于 P, wn 与 wi 内 切 于 Q. 


HCB, 1): = ов 
тв 
тв 

Н(Р,): ов оз 
n 

H(M, =): w > w 
n 


故 HOP, H(B,7I) = нм.) 
由 位 似 变换 的 性 质 知 В, Р, М 共 线 . 
同 理 D,0,M 共 线 . 
H ВА z BC AIP, 不 重合 ,从 而 BP,DQ 不 重合 , 故 M 即 BP, DQ 之 交点 . 
设 BP Xw FM, DP Зо + M ,联结 M10,P0s,M20,00p. 


Н(В, 12) ар o, P — М, 
H(D, - “):®—> op, My — Q 
тр 


нр, - )H(B,™®) = НОМ", – 18): ор > wp 
тр г гр 
нр, в,м' 3. 
因 PQ 是 ws,wp HADR, E Р, 0 为 切 点 ,由 位 似 比 为 - 2 的 内 位 似 变换 及 其 内 位 
似 中 心 是 唯一 的 (内 位 似 中 心 是 两 条 内 公 切 线 的 交点 ) E 已, О 为 一 对 对 应 点 . 
故 H(N， = 2): P — Q, N HAC 与 BD 的 交点 , 故 M. = M, = М. 
命题 证 毕 . 
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2008 年 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 
湖北 省 预赛 试题 及 参考 答案 


一 、 填 空 题 ( 本 题 满分 90 分 ,每 小 题 9 分 ,直接 将 答案 写 在 横 线 上 ) 
1. 已 知 集合 4 = (уту = 2+ 25-3}, В = {уу = z+ÑL,z > 0},ША(В= 


2.Ж а, ME a =, = OaS DM aws ooo o 


3. 函 数 y = sinx + 2sin xcos x + costx 的 最 小 值 为 ° 

4. 已 知 正三 棱锥 P 一 4BC 的 底面 正三 角形 的 边 长 为 1, 其 外 接 球 的 球 心 0 满足 04 + 
ОВ + OG = 0, 则 这 个 正三 棱锥 的 体积 为 。 ° 

5. 设 Н Н A ABC 的 垂 心 ,已 知 ZA = 30,BC = 3, 则 AH = 

6. 在 等 腰 梯 形 ABCD 中 ,4B // CD, B. АВ > CD. 设 以 AB 为 焦点 且 过 点 D mna 
的 离心 率 为 et, 以 CD 为 焦点 且 过 点 4 的 椭圆 的 离心 率 为 ez, 则 eje, = 

7. 设 (x2 + 2x -2)% = ao+a(z+2)+az+2)2+…+aoz+2)2， 其 中 а 
(i = 0,1,2,…,12) 为 实 常数 , 则 ао + al + 2а) + + 12an = 

8. KEKINIAN, 2,3,4,5,6 的 卡片 ,每 次 从 中 抽取 一 张 ， 然后 放 回 ， 这 样 取 了 4 
次 , 则 抽 到 的 最 大 数 与 最 小 数 的 差 等 于 5 的 概率 为 ; 

9. 设 [x] 表示 不 超过 х КОК, Д (1011 + [log2] + 11003) + + [108500] = 


10. 已 知 三 个 正 数 a,b,c а < b + с < 3a,3b2 < а(а + с) «50,1222 的 
最 小 值 为 

二 、 解 答题 (本 题 满分 60 分 ,每 小 题 20 分 ) 

ПРАТ + = 1 上 的 一 个 动 点 ,过 点 尸 作 精 加 的 切线 与 团 0:z2 + y? = 
12 相交 于 M,N 两 点 , 圆 O 在 MN 两 点 处 的 切线 相交 于 点 Q. 

(1) 求 点 Q 的 轨迹 方程 . 

(2) # Р 是 第 一 象限 的 点 , 求 А ОРО 的 面积 的 最 大 值 . 

12. 设 数列 [os| 满足 ar = 1,42 = 2,242 = hatl 


() Жа. 5 a, 之 间 的 过 推 关系 式 a- Slan). 
(2) 证 明 :63 < азов < 78. 


(n > 1). 


HNA 
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13. 如 果 正 整数 n TUGRE a,b E N,a > 2,b > 2) 的 形式 , 则 称 n 为 “好 
数 ”, 在 与 2 的 正 整数 次 寡 相 邻 的 正 整数 中 , 找 出 所 有 的 好 数 . 
参考 答案 
一 填空 题 
1.4nB=[-4,-2] 
易 知 4 = [-4,m),B = (- =, – 2) 
1 


2. -3 
£ 1 
a= +G = 3,а3 = – 2, a4 =- 359 = л” 
Lan) 是 周期 为 4 的 数列 , 故 aos = as =- + 
1 
3. = 2 
у = sintx + 2sin хсоѕ x + costx =- T (sin 2x - 12 ++ 


当 sin 2x = -1 时 ,ymn = - 7 


£ 

412 

it АОВ = ВОС = СОА = а, 0À + ОВ + ОС = 0,(0À + ОВ + OC)? = 0, 即 
30А? + 60А?соз а = 0,cos а = V3, АОВ = Z ВОС = Z СОА = 120. 


故 0 在 底面 4BC 上 (否则 АОВ + Z ВОС + 人 CO4 < 360). 


ОА = ОВ = 0С = ОР = (3. = ОР -Ê у= 1.03.02. 1 
5.АН = 3/3 
设 外 接 圆 半径 为 R, 则 
2R = PE = -6 
故 АН = 2Reos А = 6cos 30° = 3/3 
6.elez = 1 
由 双 曲 线 及 椭圆 的 定义 可 知 
АВ CD АВ. CD _ AB: CD 
162 = Вр - AD ` AC + AD ВІ? – А? ” ВЕ? - АЕ? 一 


АВ. CD zi 
(BE + AE)(BE - AE) ` 


7. ao + а + 2а) + Заз + + 12ар = 25 
< < =-2 得 ao = 26, 对 等 式 两 边 求 导数 得 

б6(х? + 2х — 2)5 - 2(x +1) = art2a(x +2) + +12(х + 2)" 
令 x =-1, 得 
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得 
ау 2а За + =: PR 
故 ao+al+2az+3as+…+12ao = 29 

т 
从 1,2,3,4,5,6 中 取 4 个 数 的 可 重复 组 合 数 为 

Сал = G = 126 
其 中 至 少 有 一 个 1 和 一 个 6 的 可 重复 组 合 数 为 

Сол= G = 21 
故 所 求 概率 为 Q= 
9. 101) + [102] + [1063] + … + [108500] = 3 498 


注意 到 ,2 < x < 24+!1 时 ,[x] = 上 ,可知 
[log1] + [log2] + [log3] + … + 1082500) = 
1-2+2.22.3.22 +++ +8:2 -8-11 = 3498 


10. - 18 
由 已 知 条件 可 得 
Le аз, Cy y s 50 
a а а а 
4+ = х,© = у1<а+у< 3,302 < 1+ y < 502. 
У 4 1 18 
目标 函数 = х - 2y 在 4( 2, ) деим - 18 
二 、 解 答题 
11. (1) 设 PCxo,yo),M(xivyD,N(zayya)，Q(xovyo), 则 过 己 的 切线 方程 为 
Зхох + 4yoy = 12 Ф 
切 点 弦 MN 的 方程 为 
хох + уду = 12 @ 


Ф,® 表示 同一 直线 , 故 
хо = 3xo,yo = 4yo 


所 以 ж = 22,50 = 20 
代入 椭圆 方程 得 
x. 2 2 
(2) (2) 
4 + 3 = 1 
2 2 
即 + =! 


故 点 Q 的 轨迹 方程 为 
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(2) # x = 2cos 0 
у = sin 6,0 < 0 < > 


Ж Saorg = 十 xoyo Bain 28. 


帮 当 0 = T m, Saono ИЕМ. 


12.(1) 由 
ам а. +1 
а s +1 
2 
И ntl ал +1 
得 ал _ Qk 31 
2 2 2 
Ё antl anitl а амд+1 _ 
所 以 G+ 91 ал а, g 
an ti, а, +1 А 
ал Gn-2 а С 8 
а, а а +1 
a,-1 a аз 
注意 到 
a = 1,а = 2 
2 
а +1 
得 а = % 
1 
Bp On = Ga tG 
(2) H a = asa = а, + 1а, > LIHER k > 2 
In 
а =2+a}i+ -L 
ау-1 
故 a4 - а> 2 
所 以 а = У) (а - айл) +а{(п >2) > 2(п-1)+1=2п-1 
їз: 
又 а - а= 2+— <3 
а 
所 以 а = 2>(oi-a)+ao<3n-l)+l=3n-2 


+2 
故 对 nm > lnEN 
2п-1< а < 3п- 2 


且 易 知 等 号 仅 在 п = 1 时 成 立 , 故 
-@- 
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故 63? < 4015 < а? ав < 6 002 < 78 
所 以 63 < азов < 78. 

(1) 也 可 用 数学 归纳 法 证 明 . 

n = 2 时 结论 显然 成 立 . 

Вп < klk > 2) 时 结论 成 立 . 则 n = 上 + 1 时 


акыл _ ай +1 
ал айд+1 
ай+1 ali+1 
Gk Ра лу E 
2 
所 以 аы = +1 =a +1 
故 n = kk +1 时 命题 成 立 . 
关键 是 通过 计算 前 几 项 猜 出 规律 . 


13. 显 然 没 有 与 2 及 2 相 邻 的 好 数 . 

由 1 -2"1= 1(n > 2,nEN), 我 们 易 知 a = 3,Ь = 2,п = 3 是 满足 条 件 的 一 组 
解 , 即 9 是 一 个 与 2" 相 邻 的 “好 数 " ,我 们 证 明 只 有 这 一 个 “好 数 " 满足 条 件 ， 

O) a = 2" + 1, 显 然 a 为 奇数 , 若 b 为 奇数 ,由 b > 3 

ol=(a-D)(al++1)=2" 
而 а?! + + 1 是 一 个 大 于 1 的 奇数 ,这 不 可 能 . 
若 5 为 偶数 , 则 
aè = (2m +1) - Кт > 1,m € N) = 4m(m + 1) = 2" 
因 т 或 m + 1 为 奇数 ,这 只 有 m = 1, 从 而 n = 3,a = 3,b = 2. 
(2) Жа + 1 = 2", 显 然 仍 有 a 为 奇数 且 a > 3, 若 b 为 奇数 ,由 > 3 


а +1 = (а + 1) (а – а2 + +1) = 2" 
{B ab! - as-? + … + 1 АКР 1 的 奇数 这 不 可 能 . 
若 b 为 偶数 , 则 
al+1=(2k+1D2+1k>1EEN) = 40 +46 +2 = 2" 
但 2" = 0(mod 4)(n > 2),4k? + 4k + 2 = 2(mod 4) 
故 4 妇 + 4k + 2 = 2" 不 可 能 成 立 . 
综 上 所 述 与 2" 相 邻 的 “好 数 ” 只 有 9. 


有 位 知名 作家 对 当前 的 社会 有 一 个 评价 可 做; 男人 女性 化 ,女人 儿童 
化 ,儿童 宠物 化 ,宠物 贵族 化 ,贵族 流 谍 化 , 流 谍 装 文化 .社会 现象 各 有 看 法 和 
见解 ,是 每 个 人 的 自由 和 权力 ,不 便 妄 加 评论 .但 最 后 一 句 却 颇 令 人 感到 意 
外 ,这 说 明文 化 是 个 好 东西 ,是 上 得 了 台面 的 ,不 仅 好 人 喜欢 别人 夸 自 己 有 文 
化 , 连 流 误 都 唯恐 别人 说 自己 没 文化 , 真 可 谓 天 下 大 势 , 浩 浩荡 荡 , 有 文化 者 
兴 , 没 文化 者 亡 . 正 是 在 这 样 的 大 背景 下 《数学 奥林匹克 与 数学 文化 》 系 列 
又 出 版 了 第 三 辑 . 

正如 德国 诗人 里 尔 克 所 说 :“ 哪 有 什么 胜利 可 言 , 手 住 就 是 一 切 .” 所 以 
笔者 下 定 决心 除非 遇 到 不 可 抗拒 的 因素 就 一 定 要 将 《数学 奥林匹克 与 数学 文 
化 》 系 列 坚持 下 去 ,那么 难以 坚持 的 关键 在 哪里 ?在 本 系列 第 一 辑 出 版 之 初 
有 读者 在 网 上 说 供 大 中 国 ,区 区 3 000 册 一 定 会 很 快 脱销 ,但 实际 上 销量 并 不 
理想 .这 类 书 学 生 读 觉得 深奥 ,教师 应 该 是 主要 读者 群 .但 中 国 目前 的 状况 是 
教师 分 为 两 类 ,有 钱 买 书 的 和 没 钱 买书 的 ,有 钱 买书 的 很 少 读书 ,原因 是 要 多 
挣 钱 , 就 要 多 上 课 ,而 时 间 是 个 常数 ,必定 要 挤占 读书 时 间 , 而 且 读 书 与 挣 钱 
间 又 没有 必然 联系 ;而 没 钱 买书 又 想 读书 的 又 分 两 类 ,其 中 一 类 是 只 买 “有 
用 ”之 书 ,类 似 高 考 辅导 、 应 试 秘籍 之 类 ,这 类 读者 我 们 很 难 吸引 ,因为 我 们 
历来 主张 无 用 之 用 方 为 大 用 . 

丹尼尔 .贝尔 在 其 名 著 《 资 本 主义 文化 矛盾 》( 三 联 节 店 ) 中 指出 :资产 阶 
级 企业 家 在 经 济 上 积极 进取 ,但 是 在 道德 与 文化 趣味 方面 却 日 益 成 为 “保守 
派 "。 他 所 要 求 的 “个 人 ”为 自律 、 自 勉 \ 有 纪律 有 上 进 心 ,其余 一 切 按 部 就 
班 ,按照 既 有 规范 生活 ;而 艺术 家 “个 人 ” 却 日 益 向 波 希 米 亚 人 (流浪 汉 的 别 
称 ) 靠拢 .展开 了 对 于 只 知 赚钱 的 “成 功 人 士 ”的 愤怒 攻击 ,认为 功利 、 实 用 理 
性 和 物质 主义 枯燥 无 味 ,烦闷 无 聊 , 压 抑 了 个 人 的 灵气 和 丰富 生活 的 可 能 性 . 
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波 德 莱 尔 的 一 句 名 言 是 :我 痛恨 成 为 有 用 的 人 .” 同样 我 们 也 极力 避免 使 我 们 的 书 成 为 能 立 
竿 见 影 得 到 应 用 的 书 . 我 们 的 目标 读者 是 那些 爱 数学 爱 数学 书 的 人 ,他 们 视 书籍 如 同 空气 与 
食物 一 般 不 可 或 缺 .我 们 心目 中 的 理想 读者 是 像 英国 剑桥 大 学 三 一 学 院 的 大 史学 家 麦 考 莱 那 
样 嗜 书 如 命 的 人 ,他 曾 说 :“ 书 是 我 的 一 切 , 醒 着 的 时 候 ,我 眼前 不 能 没有 书 .” 

让 有 钱 买 书 的 人 读书 ,让 想 买书 的 人 有 钱 是 我 们 的 奢望 .芬兰 这 点 值得 我 们 学 习 . 苏 
兰 的 义务 教育 在 世界 上 是 一 枝 独 秀 . 从 2000 年 起 ,芬兰 总 是 在 “国际 学 生 评 量 计划 ”里 头 
名 列 前 茅 , 更 令 人 吃惊 .艳羡 甚至 恐惧 的 ,是 他 们 的 学 生还 在 不 断 进步 ,评分 一 年 比 一 年 
高 .秘诀 就 在 于 他 们 的 老师 喜欢 读书 学 习 ,由 于 老师 自己 就 是 喜好 学 习 并 且 擅 长 学 习 的 
人 ,所 以 他 们 才能 教 出 世界 上 最 优秀 的 学 生 . 梁 文 道 先 生 对 此 事 的 评论 颇 有 新 意 .他 说 : 
“和 注重 基础 教育 的 芬兰 模式 不 同 ， 中 国 模式 " 强调 “学习 型 官僚 . 你 现在 去 各 大 专 院 
校 的 研究 所 点 名 ,会 发 现 登 记 册 里 没有 几 个 中 小 学 老师 ,倒是 有 不 少 在 职 官员 ,他 们 全 都 
很 踊跃 地 攻读 着 硕士 博士 , 颇 有 学 政 合 一 的 古风 ."( 梁 文 道 .常识 .广西 师范 大 学 出 版 
社 ,2009 年 ,156 H). 

芬兰 有 一 位 颇 有 争议 的 大 数学 家 达 望 林 纳 (Nevanlinna，R. Н, 1895—1980) 学 问 一 
流 ,是 复 分 析 中 的 大 师 , 早 年 杨 乐 、 张 广 厚 在 熊 庆 来 指导 下 做 的 值 分 布 理论 便 是 此 公开 创 
的 。 他 在 世界 数学 界 享有 很 高 声誉 .他 的 子孙 也 引 以 为 豪 .他 的 孙子 在 学 校 读书 时 ,对 其 
数学 老师 报 号 说 自己 是 奈 望 林 纳 之 孙 . 其 老师 问 奈 望 林 纳 是 谁 ,其 孙 回 答 说 , 连 奈 望 林 纳 
都 不 知道 ,可 见 您 的 数学 水 平 并 不 怎么 样 .这 就 是 见识 ,是 文化 ,也 是 传统 。 

本 书 的 6 位 作者 均 系 “草根 ", 没 有 响亮 的 名 号 ,没有 傲 人 的 学 历 ,没有 金字 的 招牌 . 
与 前 几 期 相 比 显得 有 些 “ 山 寨 ”. 但 我 们 一 直 坚 信 " 学 问 在 民间 ”, 体 制 内 的 人 受到 的 诱惑 
太 多 , 搞 数 学 身 不 由 已 ,有 逐 利 倾向 ,但 民间 人 士 一 定 是 因 喜 爱 才 为 之 . 

曾 任 耶鲁 大 学 校长 的 小 贝 诺 . 施 密 德 特 不 久 前 在 耶鲁 大 学 学 报 上 公开 撰文 对 中 国 
某 些 大 学 近年 来 久 盛 不 衰 的 “做 大 做 强 ” 之 风 评论 说 :他 们 以 为 社会 对 出 类 拔 莘 的 要 求 
只 是 多 :课程 多 、 老 师 多 、 学 生 多 、 校 舍 多 .他 们 的 学 者 退休 的 意义 就 是 告别 糊口 的 讲台 ， 
极 少数 人 对 自己 的 专业 还 有 兴趣 ,除非 有 利 可 图 .” 今 年 9 月 笔者 在 参加 了 北京 国际 图 书 
博览 会 之 后 应 作者 之 约 去 了 天 津 , 其 间 去 了 和 孙 宏 学 老 先生 家 拜访 .所 见 所 闻 更 坚定 了 我 
对 学 问 在 民间 的 看 法 , 孙 先生 在 “文革 ”期 间 靠 卖 苦 力 谋生 每 天 收入 仅 一 元 多 ,但 他 却 收 
集 了 许多 很 珍贵 的 数学 名 著 , 如 高 斯 的 《算术 研究 )( 俄 文 版 ) . 希 尔 伯 特 和 柯 朗 的 《数学 物 
理 方程 (英文 版 )《 黎 曼 全 集 》( 俄 文 版 )《 鸟 利 松 全 集 》( 俄 文 版 )、 卡 拉 切 奥 多 利 ( 泛 函 分 
析 》\ 布 尔 巴 基 学 派 的 《数学 原本 》( 俄 文 版 ) 谷山 丰 和 志 村 五 郎 的 《近代 整数 论 》( 日 文 版 ) 
等 ,真是 不 易 , 孙 先 生 不 仅 藏书 还 读书 ,提起 数学 家 及 数学 著作 如 数 家 珍 .虽然 长 期 游离 
于 体制 之 外 ,但 热情 一 点 不 亚 于 专业 人 士 . 多 年 来 我 们 已 习惯 于 正规 军 打 阵地 战 ,但 也 总 
有 游击 队 在 打 地 道 战 ,比如 “不 变 子 空间 问题 "的 解决 .这 是 一 道 举世 瞩目 的 难题 , 冯 . 诺 
伊 曼 (1930 年 )、 博 灵 (1949 年 )、 阿 龙 扎 扬 和 史密斯 (1954 年 )、 罗 蒙 众 索 夫 (1973 年 ) 分 别 做 
出 了 重要 贡献 ,然而 这 一 世界 难题 的 最 终 解决 却 是 一 位 花 了 9 年 时 间 才 拿 到 博士 学 位 
(这 一 时 间 创下 了 圣 塔 芭 芭 拉 加 利 福 尼 亚 大 学 纪录 ) 且 穷 困 濠 倒 , 已 经 到 了 走投无路 境 
地 的 斯 戈 特 ， 布朗 .对 此 斯 戈 特 对 自己 的 评价 是 : “我 是 个 牛仔 ,西部 的 牛仔 .” 在 开发 美 
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仔 吗 ?我 们 现在 数学 杂志 上 充 斤 着 许多 四 平 八 稳 , 似曾相识 ,严重 缺乏 原生 态 的 “鸡肋 ” 
文章 .我 们 呼唤 “牛仔 ”, 渴 望 “牛仔 ”精神 . 

社会 要 多 元 化 ,数学 书刊 也 要 多 元 化 . 郭 尔 凯 姆 在 《社会 分 工 论 》(1893) 中 提出 :“ 猩 
猩 头盖骨 的 最 大 体积 和 最 小 体积 相差 200 em ,近代 成 年 人 的 最 大 头盖骨 和 最 小 头盖骨 
相差 600 ~ 700 cma; 越 是 发 达 的 民族 比 起 落后 民族 ,其 内 部 成 员 服饰 上 的 差距 越 大 .” 郭 
尔 凯 姆 由 此 概括 :“ 越 是 进化 ,物种 内 部 从 体质 到 文化 的 离散 就 越 大 .” 前 不 久 ,在 一 本 刊 
物 上 读 到 一 篇 文章 ,说 就 连 人 们 认为 最 应 该 单一 化 的 酒店 也 都 多 元 化 了 ,有 了 图 书 主题 
酒店 ,纽约 图 书馆 酒店 是 爱 书 者 的 天 堂 .整个 酒店 藏书 已 超过 6 000 册 . 酒 店 本 身 也 是 按 
照 “杜威 十 进 分 类 法 ”的 类 目 来 取 名 的 ,3 楼 为 “社会 科学 ”,4 楼 为 “语言 ",5 楼 为 “数学 及 
自然 科学 ",6 楼 为 “科技 ",7 楼 为 “艺术 ”,8 楼 为 “文学 ”…… 每 个 楼 层 的 6 间 房 间 , 再 以 各 
小 类 命名 ,9 楼 “历史 ”楼 层 的 001 号 房 是 “二 十 世纪 史 ”,004 号 房 是 “亚洲 史 ” 等 .每 间 房 间 
都 会 提供 与 此 房间 相关 的 书籍 . 令 人 吃惊 的 是 ,入 住 这 里 的 客人 大 部 分 是 企业 家 , 少 部 分 
是 专家 学 者 和 作家 ,企业 家 觉得 这 里 像 “ 沙 汉中 的 绿洲 ”, 能 给 人 一 种 休闲 、 思 考 的 氛围 . 

按 上 海 交大 科学 史 系 主任 江 晓 原 和 北大 科学 哲学 中 心 刘 华 杰 教 授 所 倡导 的 学 问 分 
阶 学 说 ,比如 科学 本 身 为 一 阶 , 则 科学 史 为 二 阶 ,而 科学 编 史 学 为 三 阶 …… 但 有 些 人 借 
此 产生 偏见 ,以 为 学 问 中 “ 阶 ” 数 越 小 则 越 尊贵 ,“ 阶 ” 数 越 大 则 越 可 以 锰 视 ,所 以 有 相当 
一 段 时 间 清 华 的 刘 兵 等 专 搞 科 学 编 年 史 的 人 被 边缘 化 .现在 在 大 学 里 搞 竞赛 数学 的 教师 
也 面临 此 境地 .为 了 使 自己 名 正言 顺 ,各 师范 院 校 纷纷 设立 了 “数学 奥林匹克 研究 所 ”, 如 
华东 师 大 熊 斌 教授 组 建 的 华东 师 大 数学 奥林匹克 研究 中 心 ,湖南 师范 大 学 沈 文 选 教授 创 
立 的 湖南 师 大 数学 奥林匹克 研究 所 ,天 津 师 大 李建华 教授 发 起 的 天 津 师 大 数学 奥林匹克 
研究 所 ,这 几 个 机 构 虽 然 是 “一 两 个 人 ,七 八条 枪 ”, 但 “星星 之 火 , 可 以 烷 原 ”. 

法 国 科学 研究 中 心 数学 家 ,高 等 科学 研究 所 主任 让 ， 皮 埃 尔 ， 布吉 尼 翁 (J. 了 . 
Bourguignon) 说 :文化 的 本 质 就 是 诞生 于 一 小 群 人 当中 ,然后 在 保留 其 创造 性 的 同时 , 逐 
步 发 展 壮大 ,而 数学 则 以 普遍 性 结构 为 研究 对 象 ,这 也 许 是 它 最 引 人 注 目的 性 质 之 一 .” 

本 系列 从 第 一 辑 出 版 之 日 便 定位 于 小 众 读物 ,其 宗旨 及 历程 借用 中 科 院 理论 物理 研 
究 所 研究 员 、 中 科 院 院士 两 弹 一 星 功臣 彭 桓 武 先 生 和 陈省身 的 一 首 中 英 对 照 诗 照 示 : 

I learn what I love to, І do what I wish to. 

Fates have treated me well, Friends have helped me well. 

我 学 我 爱 ,我 行 我 素 。 

幸运 屡 遇 , 友 辈 多 助 。 

《法 兰 克 福 时 报 》 主 编 的 公子 有 一 名 名 言 :“ 人 贵族 只 有 两 件 东西 要 自己 买 :一 是 鞋 , 因 
为 鞋 必 须 试 一 下 才 知 道 是 不 是 合 脚 ;二 是 书 ,必须 自己 翻 看 了 才 知 道 想 不 想 读 .” 

翻番 本 书 ,你 一 定 会 从 中 找到 乐趣 的 . 


刘 培 杰 
2009.12.10 
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书 名 
新 编 中 学 数学 解 题 方法 全 书 (高 中 版 上 郑 
采编 中 学 数学 解 题 方法 全 书 (高 中 版) 中 郑 

新 编 中 学 数学 解 题 方法 全 书 (高 中 版 ) 下 卷 (一 ) 
白 编 中 学 数学 解 题 方法 全 书 (高 中 版 ) 下 卷 (二 ) 
新 编 中 学 数学 解 题 方法 全 书 ( 初 中 版 ) 上 卷 

编 平面 解析 几何 解 题 方法 全 书 


毕 达 哥 拉 斯 到 怀 尔 斯 
迪 利克 雷 到 维 斯 卡尔 迪 
哥 德 巴赫 到 陈景润 
, 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 受 
天庭 的 秩序 一 一 三 体 问题 的 历史 


发 展 空间 想象 力 


着 向 国际 数学 奥林匹克 的 平面 几何 试题 府 释 (上 、 下 ) 


平面 几何 证 明 方法 全 书 
玉 面 几何 证 明 方法 全 书 习 题解 答 
| 最 新 世界 各 国 数学 奥林匹克 中 的 平面 几何 试题 
| 初等 数学 复习 及 研究 (平面 几何 ) 
初等 数学 复习 及 研究 (平面 几何 ) 习 题解 答 
此 界 著名 平面 几何 经 典 著作 钩沉 一 一 几何 作 图 专题 卷 ( 上 ) 
| 地 界 著名 平面 几何 经 典 著作 钩沉 一 “几何 作 图 专题 卷 (下 ) 


oo 个 世界 著名 几何 名 题 及 1000 个 著名 几何 定理 
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出 版 时 间 
俄罗斯 平面 几何 问题 集 2009-08 
| 历届 IMO 试题 集 (1959 一 2005) 2006 – 05 
历届 CMO 试题 集 2008- 09 
全 国 大 学 生 数学 夏令 营 数学 竞赛 试题 及 解答 
| 历届 美国 大 学 生 数 学 竞赛 试题 集 
历届 俄罗斯 大 学 生 数 学 竞赛 试题 及 解答 
数学 奥林匹克 与 数学 文化 (第 一 辑 } 
微 学 奥林匹克 与 数学 文化 (第 二 辑 )( 竞 春卷 ) 
履 学 奥林匹克 与 数学 文化 (第 二 辑 )( 文 化 卷 ) 
| 数学 奥林匹克 与 数学 文化 (第 三 辑 ) (竞赛 卷 ) 


Боо 个 最 新 世界 著名 数学 智力 趣 题 2008 - 06 
00 个 最 新 世界 著名 数学 最 值 问题 2008 - 09 
Боо 个 世界 著名 数学 征 解 问题 2009 - 06 
400 个 中 国 最 佳 初等 数学 征 解 老 问题 2010-01 


超越 吉米 多 维 奇 一 一 数列 的 极限 


等 数论 难题 集 (第 一 卷 ) 
等 数论 难题 集 (第 二 卷 ) (上 ) 
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书 名 
| 初等 数学 研究 ( [ ) (上 、 下 ) 
中 国 初 等 数学 研究 ”2009 卷 ( 第 1 辑 ) 
数学 奥林匹克 超级 题库 { 初 中 卷 ) 
中 等 数学 英语 阅读 文选 
统计 学 专业 英语 


| 最 新 全 国 及 各 省 市 高 考 数学 试卷 解法 研究 及 点 拨 评 析 
高 考 数学 的 理论 与 实践 


中 考 数学 专题 总 复习 
向 量 法 巧 解数 学 高 考题 

断 编 中 学 数学 解 题 方法 全 书 ( 高 考 复习 卷 ) 
| 新 编 中 学 数学 解 题 方法 全 书 (高 考 真题 若 ) 
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